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Feuille de TD # 6
Changement de variables

Notations

a) Pourz > 0,I'(z) := / t" et dt €]0, oo (Cest la fonction Gamma d’Euler).
0

b) v, estla mesure de Lebesgue sur les boréliens de R™.

¢) A, estlamesure de Lebesgue (compleéte) dans R™.

Exercice # 1. On demande de calculer

I::/ﬂd—m.
o l+cos?x

Voici une « solution ».

T dz ™1+ tan’x
0 14 0 2+tan“w

1+ tan?x

En posantt := tan z, nous avons dt = ———dz = (1 + tan® r) dr, d’olt
Ccos

tan dt 0 dt
tan 0 2+t 0 2+t

a) Pourquoi est-ce manifestement faux?

Xz

b) Ou estl'erreur de raisonnement?

¢) Quelle estlavaleurde I?

Exercice # 2. Vrai ou faux. Si @ :|a, b[—]c, d| est un C''-difféomorphisme et f :]c, d[— R est mesurable,
alors

/C " fa)de = / " (@) ¥ (5) dy

au sens du théoréme de changement de variables.
Exercice # 3. [Fonction Béta d’Euler]

a) Montrer que, Vo > 0,Vy > 0, lapplication t — t*71(1 — ¢)¥~! est \;-intégrable sur |0, 1].

1
Posons, pourx > Oety > 0: B(x,y) := / t*H(1 — t)v=! dt (C’est la fonction Béta d’Euler).
0

b) Soientx > 0,y > Oet] := / 1271 s¥=1 e~ (%) dsdt. Calculer I en utilisant le changement de
R xR
variablesdans R?:u = tetv = ¢ + s.

¢) En calculant I d’une autre maniere, établir, pour z,y > 0, 'identité

_ () I'(y)
B(z,y) = Tty @



Exercice # 4.
a) Soit H : R*? — R? H(u,v) := (s,t),avec s := uvett := u(l — v). Montrer que H est un C*-
difféomorphisme de l'ouvert U =]0, co[x]0, 1| sur (R ).
b) Calculer I'intégrale I de l'exercice précédent en utilisant le changement de variables H, et retrouver
I'identité (1).

Exercice # 5.

1
a) Calculer/AHx—wdxdy, ot A:={(z,y) eR*; 0< 2,y <1,0<2?+y* < 1}

2 2
b) Calculerl'airede D := {(x,y) e R?; % + ?2_2 <l;2>0,y> 0} (avec a,b > 0 paramétres).
c) Calculer/ (z* 4+ y?) dody.
D
d) Soient a,b > 1. Calculer l'aire de B, ot B est I'ouvert délimité par les courbes d’équation y = ax,
y==x/a,y =0b/rety = 1/(bx) et contenant le point (1, 1).

Exercice #6.Pourn > 1,soitU, := {x € R"; 21 > 0,..., 2, > 0,21+ - -+, < 1}.S0itS,, := A\, (Up).
Etablir une relation entre S,, et S,,_;. En déduire la valeur de S,,.

Exercice # 7. Soient 0 < a < b. Soit

D:={(z,y) eR*; 0<ax<y<Va2+leta<azy<b}

a) Montrer que D est un borélien.

b) ATlaide du changement de variables u := 3? — 22, v := zy, que I'on justifiera, calculer I'intégrale

I:= / (y* — 2°)™ (2% + ) dxdy en fonction de a et b.
D
Exercice # 8. Soit U la partie de R? définie par
U:={(u,v,w) €R’; u>0v>0,w>0,uv<1,uw< 10w < 1}.
a) Montrer que U est borélien.
b) Calculer I'intégrale suivante :

I::/uvwdudvdw.
U

On pourra, apres l'avoir justifié, utiliser le changement de variables suivant :
(x,y,2) = D(u,v,w) := (Vow, Vwu, \/uv).

Exercice # 9. Soit f : R% — R, une fonction borélienne. Pour a, b, ¢ > 0 fixés, soit

Iope = / g0yt t ped flz+y+ z)dedydz.
(R%)3

r +
etw:= ——Y_ Montrer que H estun

T+y o rtytz
C'-difféomorphisme de (R* )? sur un ouvert U de R* que 'on déterminera.

a) Soit (z,vy, 2) ri (u,v,w),o0u:=x+y+z0v:=

b) En utilisant H et la formule (1), en déduire que

o F(CL) F(b) F(C) > a c—1
[a,b,c = m/(; u ot f(U) du. (2)

2



Exercice # 10. Soient «, 3, > 0. Soit

T / dxdydz
C Jmp Lty 2

A quelle condition sur «, 3, v, 'intégrale .J est-elle finie?
Trouver la réponse de deux fagons différentes :

a) En utilisant le théoréme de Tonelli.

b) En utilisant (2).

Exercice # 11. Soit B := {(z,y,2) € R?; 2? + y* + 2% < 1}. Calculer

L ::/ 2|27 |y|Pt 2] dadydz
B

a) En utilisant les coordonnées sphériques.
b) En utilisant (2).

¢) Que retrouve-t-ondanslecasa =b=c=1?

Exercice #12. Poura > Oetz > 0, soit H, () := / e~ (@ +2/2) 4t Rappelons que/ e dt = Eﬁ
0 0
a) Montrer que la fonction H, : [0, co|— R est continue.
b) Calculer H,(0).
¢) Montrer que la fonction H, est dérivable sur |0, ool
d) Calculer, pour x > 0, H.(z) en fonction de H,(z). Indication : utiliser le changement de variable
a

t := —, avec o convenablement choisi.
S

e) Endéduire que

1
H,(x) = 5\/56_2\/@, Va>0,Vx>0. (3)

Exercice # 13. Pour o > 0, soit

J(a) = / e @+ /v) pam1/2 gy,
(R%)?

+

NG

a) En utilisant (3), montrer que J(a) = Dol ['(«).

b) En utilisant le changement de variables u := xy?, v := x/y?, que l'on justifiera, montrer que

o= @) ()

1
¢) Endéduire la formule T <%) r (a—2|— ) = 2\0{_%1 I'(ar), @ > 0.
Exercice # 14. Rappelons que la fonction cosinus hyperbolique est définie par cosh x := %

a) Nous considérons les intégrales suivantes

e / dsdt 5. / dsdt o / dudv
T g2 coshs + cosht’ " Jpecoshs+cosht’ ~ "~ Jpe coshu cosho’




(i) Vérifier que B = 4AetC = 7.
(i1) En utilisant le changement de variables s := u — v,t := u + v, calculer B, puis A.
b) Soit H : R} — R, définie par

H(x) ::/ exp(—x cosht) dt.
0

(i) Démontrer que H est décroissante et continue sur |0, oo[. Déterminer les limites de H lorsque
r — 0O etlorsque x — oo.

(ii) Vérifier que / H(z)dr = g
0

71-2

(iii) En utilisant 'intégrale A, montrer que / [H(z))*dx = T
0

dxd
Exercice # 15. Soit J := / ey

10,1[x]0,1[ 1—azy
1
a) Montrer que J = E —5
n
n>1

b) Effectuerle changement de variables z := u — vety := u + v et en déduire que

2 dudv
T= | T
ol—u”+wv
o () est un quadrilatere du plan que 'on déterminera.

: g 11— t
¢) Effectuer le changement de variable u := cost et en déduire que J = 7%/6. Rappels : ST

sint
tan(t/2),Vt € R\ 7 Z, etarctan(z) 4+ arctan(1l/z) = 7/2,Vz € R.
Exercice # 16. (Théoréme du changement de variable dans R) Soit ® :]a, b[—]c, d[, avec ]a, b[, ¢, d[C R.
Nous supposons ® un C'-difféomorphisme, cest-a-dire : ® € C, ® bijectif et ¥'(x) # 0,V x €]a, b|.
a) Montrer que 9’ est de signe constant sur |a, b|.

Dans la suite nous supposons ®'(z) > 0,V x €la, b[. Nous nous proposons de montrer la validité du
théoréme du changement de variable : si f :]c, d[— R est borélienne et si g(y) := f(P(y)) ' (y),
Vy €la, b, alors f a une intégrale de Lebesgue si et seulement si g en a une et dans ce cas

d b
fdulz/}b[gdyl, ouencore/ f(x) dx:/ f(®(y)) D' (y) dy. 4)

Jed|

b) Montrer la validité de (4) si f := x;, avec I C|e, d[ intervalle.

c¢) Endéduire que (4) est vraiesi f = xp, avec B € % q. Indication : classe monotone.
d) Endéduire que (4) est vraie si f est borélienne positive.

e) Conclure.

f) Etsi f est Lebesgue mesurable?

g) Etsi®'(z) <0,Vx €la,b|?

Exercice # 17. Soient f,g : R” — R deux fonctions Lebesgue mesurables. Nous nous proposons de
montrer 'égalité

. flx—y)gly)dy = . fy) gz —y)dy, Vo € R". )

4



a) Donner un sens a I'égalité (5).
b) Lajustifier.

Exercice # 18. Soit «| | » la norme euclidienne standard sur R". Soit f :]0, co[— R une fonction boré-
lienne.

a) Nous nous proposons de montrer qu’il existe une constante C' €]0, oo[ (indépendante de f) telle que

fade = [ po) an ©
Rn 0
(i) Donner un sens a I'égalité (6).
(i1) Lajustifier (pour C convenable).

b) En calculant de deux fagons différentes / ¢ 1P dz, montrer que

n

27Tn/2

¢) Calculer, en fonction de I, le volume de la boule euclidienne unité.

Exercice # 19. Soit « || || » une norme quelconque sur R". Nous nous proposons de trouver un analogue

de I'égalité (6) de I'exercice précédent pour le calcul de I'intégrale |  f(||z||) dx.
R

a) Supposonsd’abord f > 0.Enutilisantles coordonnées sphériques, montrer I'existence d’'une constante
C" €]0, oo] telle que

Flz]) dz = ¢’ /OO () dr. ®)
Rn 0

b) Montrer que (8) reste encore vraie (dans un sens a expliquer) pour f arbitraire.

c) SoientU := {x € R"; ||z|| > 1} eta € R. Quelle est la nature de/ lz|| = da?
U

Exercice # 20. Soit f € Z*(R). Montrer l'égalité

/Rf(x)d:v:/Rf(x—l/x)dm.

Exercice # 21. Pour toute fonction I' : R — R borélienne et bornée, soit

Flz+vy
I(F) = /R - +($2)(1 >+ ey
a) Montrer que /(F') est bien définie.
b) Calculer I(F)si F(x) :=sinz,Vx € R.
c) Montrer, en utilisant un changement de variables, que

F(z+y) L[PG
/Rz 21+ )1+ ) df”dy‘Q/Rw(uzZ) te

d) Soit F)\(z) := cos (\x),Vz € R, avec A € R paramétre. Soit G()\) := I(F)). Ecrire G comme la
transformée de Fourier d'une fonction que 'on précisera.

e) Montrer que, pour toute fonction F' : R — R borélienne et bornée, nous avons

/ F (f) e~ 72V /2 dxdy = 2/ Fz) dz.
R2 Yy R 1"‘ 22




