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Feuille de TD # 9
Transformée de Fourier

Cadre

1. Nous travaillons dans R” muni de la mesure de Lebesgue.

2. «-»estle produit scalaire standard dans R" : v - £ := 37| 7, §;, YV, £ € R™.
1/2
3. «||»estlanorme euclidienne standard dans R" : |z| := (Z?:I(xj)2> ,VoeR"

Exercice # 1.
a) Soient f € L'(R") ete > 0.Soit f.(x) := e f(z/e), Vo € R™
(i) Montrer que f. € L'.
(ii) Montrer que ﬁ(ﬁ) = f(=9).
(iii) Montrer que |f-(¢)| < [ f] 11, Ve > 0,V € R™,
b) Soient f € L'(R") et h € R™ Soit 7, f(x) := f(x — h),Vz € R".
(i) Montrer que 73, f € L.
(ii) Montrer que 7,/ (&) = e~"€ f(£), V& € R,
¢) Soit f € L'(R™).
(i) Montrer que f € L'.
(i) Montrer que ?(f) = ?(— ), V& e R

~

3
d) Soit f € L'(R™). Soit f(z) := f(—z),Vx e R".
(i) Montrer que ]7 e LN

A~
~

(ii) Montrer que f(§) = f(—£)

Exercice # 2.

~
A~

(€),VEeR™

S
a

a) Soita > 0.So0it ¢ : R — R, ¢°(z) := e **, z € R. Nous nous proposons de calculer h® := g°.

Rappelons que f e dx = /2.
R

(i) Montrer que g® € L' et calculer h%(0).
(ii) Montrer que h® € C" et donner la formule de (h?)'.

§h(€)
2a

ax2

(iii) Enutilisant uneintégration par parties, montrer que (h®)'(¢) = — .Indication:x e " =

~1/(2a) (e_‘”CQ),.

—

(iv) Obtenir la formule e=2%*(¢) = (mr/a)"/? ¢=¢*/14),
Sous une forme plus compacte, nous avons ¢%(&) = (/)2 g¥/“a)(¢).

b) Plus généralement, soit g%(z) := eI, 2 € R™. Montrer que g%(¢) = (7/a)™2 "/ (), Va > 0,
V& eR™

¢) Soit A € M,(R) une matrice symétrique, définie positive. Soit f(z) := e~ 4*)* V2 e R". En utili-
sant la question précédente et un changement linéaire de variables, calculer f.
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Exercice # 3. Voici une autre méthode pour calculer la transformée de Fourier des gaussiennes. Elle est
inspirée par I'analyse complexe (attendre le prochain semestre).

Soit F: R — C, F(s) := J e~ (@) g,
R

a) Montrer que F est bien définie et de classe C.
b) Montrer que F’ est constante.
¢) En déduire la formule de la transformée de Fourier de o > e~%°.
Exercice # 4. Dans R, soit f := x[9,1]. Montrer que f € £ mais que fgé #'. En déduire que la formule
d’inversion de Fourier ne s’applique pas 2 toutes les fonctions de .#*.
) “ sint L, o
Exercice # 5. Rappelons que —— dt = 7. (Il s’agit d’'une intégrale généralisée.)

—00
Soit f la question de I'exercice précédent.

a) Montrer que

~

F(@) = lim if 7 F(€) de, Var € R\{0, 1},

R—w0 27T _R

b) Voyez-vous un lien entre la formule ci-dessus et le fait que f € £??

Exercice # 6.
a) Soit f : R — R, f(x) := e~ ?|, V2 € R. Calculer J?

1
b) Soitg: R — R, g(x) := T V x € R. Calculer g.

Exercice # 7. Soit A > 0. Soit

0]

f(z) = J e (A t) 2 el gty g e R
0

a) Montrer que f € Z(R").

b) Calculer f

Exercice # 8. (Résolution de I'équation de Helmholtz) Soit f la fonction de l'exercice précédent. Soit

g€ CP(R™).

a) Montrer que f = g € C*(R") etque f * g € L(R").

. . <. 0*u 0u 0% )
b) Soit A le laplacien, c’est-a-dire Au(x) = e )Q(x) + e )2(x) + o4 e )2(95), Vue C*(R").
1 2 n

Calculer Z[(f = (A\g — Ag)].
¢) Trouver une solution h € C*(R™) de I'équation de Helmholtz \h — Ah = g.

Exercice # 9. Calculer les transformées de Fourier des fonctions suivantes.
a) f:R—-R, f(z):=(sgnz)e L vzeR.
1
b) g: R — C, = ——,VzelR.
) g gla) = ——,Va

Exercice # 10.
a) Soit f € Z!(R") une fonction « radiale », c’est-a-dire de la forme f(x) = g(|z|) pour une fonction

Lebesgue mesurable g :]0, oco[— R. Montrer que f est radiale.

b) Méme propriétési f € L*(R").



Exercice # 11.
(1—tH)712 sift] <1

, . Montrer que g € .Z*.
0, sinon

a) Soitg: R — R, g(t) := {

lz], sijz| <1

b) Soit f : R? — R, f(x) := { . Calculer f(g) en fonction de g, V¢ € R2 On pourra

0, silz|>
utiliser 'exercice précédent et calculer uniquement f(t, 0), avect = 0.
Exercice # 12. Soit f : R — R, f(x) := e~ otta > 0.
a) A partir de la transformée de Fourier de R 3 z — 1/(1 + %) et de I'identité

1 0
- QZJ e~ gt Yy e R,
x 0

montrer que

—r 1 o eit —7"2/(4t d
e :m . tl/? tv7">0 D

b) En utilisant (1) et la transformée de Fourier des fonctions R 5 z — e~%" ¢ > 0, montrer que

J?(@ = 271 /QF((n +1)/2) (a2 + ‘g’g)(nﬂ)/?’

Q0
avecI'(z) := f "t e~ dt la fonction d’Euler.
0

Exercice # 13.

a) Soient f € L*(R") etg € L'(R"). Montrer que f = g € L*(R") et que fxg = fg. (On pourra
commencer par f € L' n L?)

b) Sife L?(R")etge L' n L?*(R™), montrer que
f=g(x) = (27?)_"‘[ et f(f) 9(&) d&, pour presque tout € R". 2)
c) Montrer que (2) est vraie pour tout x € R™.
d) Demémesi f, g € L*(R").
Exercice # 14. Rappelons le résultat suivant du cours. Si f € C*(R) etsi f¥) e L',V j € [0, k], alors
2 f(§) = (§)" f(E), Vje[0,k]. (3)
Nous nous proposons ici de montrer que, pour £ > 2, il y a trop d’hypotheses dans ce résultat, et

quil suffit de supposer que f € L' et f*) e L',
Plus spécifiquement, nous allons montrer que

[f € L'R), f¥ e LI(R)] — [f € L'(R),..., f*V e LI(R)].
Ceci fait echo a I'inégalité de Landau (exercice # 19 de la feuille # 7), qui donne
[f € L'(R), f" € L*(R)] = [ L*(R).

a) Prenons d’abord k = 2. Soit f € C?*(R).



(i) Exprimer f(z + 1) en fonction de f(z), f'(z) et f” en utilisant la formule de Taylor a l'ordre
deux sous forme intégrale au point x. En déduire une formule pour f'(x).

(ii) Montrer qu'il existe une constante C' < o telle que | f'|[z2 < C(||f|zr + | f"]21)-
(iii) Endéduire que, pour k = 2, (3) peut s'obtenir sous les hypothéses plus faibles f € C?, f, f” € L.
b) Soit maintenant k > 3. Soit f € C*(R).

(i) Exprimer f(z + 1), f(x + 2),..., f(x + k — 1) en fonction de f(z), f'(z),..., f*V(z) et
f®*) en utilisant la formule de Taylor a l'ordre k sous forme intégrale au point x. En déduire des
formules pour f'(z), ..., f* Y (x).

(ii) Montrer qu’il existe une constante C' < oo telle que | f'[1 + - + [|f* V| < C(| fll2 +
[ F® ).

(iii) En déduire que, pour tout k > 2, (3) peut s'obtenir sous les hypothéses plus faibles f € C¥,
fiLf k) e L1,

Exercice # 15. (La fonction caractéristique d’'un vecteur aléatoire détermine sa loi) Si i est une mesure
borélienne finie dans R", nous définissons sa transformée de Fourier par la formule

Q) = [ e tduta), vee R

a) Montrer que /i est bien définie, et que c’est une fonction continue et bornée.

Nous nous proposons d’établir 'analogue suivant de I'injectivité de la transformée de Fourier dans

L'(R™). Soient iy, . . ., i des mesures boréliennes finies dans R, et soient a1, . . . , a € R. Alors
k k
Zajﬁj=O=Zajuj=O. (4)
j=1 j=1

b) Soit it une borélienne finie dans R™. Soit X' = R™ un compact, et soit f := y_x. Soit g := f =y (voir
Iexercice #29 de la feuille # 7).
Montrer que :

(i) g estcontinue et bornée.
(i) g e ZLYR").
(i) §= /4.

k
c) Soient y1, ..., des mesures boréliennes finies dans R™ et o, ..., a; € R tels que Z a; i = 0.
j=1
k

Montrer que Z a; g;(0) = 0.

7=1

k
d) Endéduire que Z a; i (K) = 0.
j=1
k
e) Endéduire que Z a; pt; = 0. Indication : séparer les j tels que a; > 0 des j tels que a; < 0.
j=1
f) Etablir la conséquence suivante de (4) : si deux vecteurs aléatoires (avec le méme nombre de coor-
données) ont la méme fonction caractéristique, alors ils ont la méme loi. (Voir I'exercice # 33 ¢) de la

feuille # 3).



