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Espaces LP. Convolution

Cadre

Sauf mention contraire, nous travaillons dans un espace mesuré (X, .7, u). Les espaces £ et [P, 1 <
p < oo, sont relatifs a cet espace mesuré.

Exercice # 1. (Inégalité de Young) Soient 1 < p, g < oo exposants conjugués. Alors

P
ab < a——l-b—, Va,be 0,00
p q

Indication : étudier, pour b fixé, la fonction a — a? /p + b?/q — ab.
Exercice # 2. Soient f, g : X — R mesurables. Montrer les propriétés suivantes.
a) ||tfllze = |t| || f]lzr, VE € R (avec la convention 0 - co = 0).

b) Sif =gp.p.alors||f —gllr = 0et|fllzr = [lg] e

A |If|lzr = Osietseulementsi f = 0p.p.

d) La définition de || f|| L~ est correcte, au sens suivant. Soit A := {M € [0,00]; |f(z)] < M p.p.}.
Alors A est non vide et A a un plus petit élément, m. Cet m est le plus petit nombre C' de [0, o] avec
la propriété | f(z)| < C p. p.

&) If+9gllee < || fllee + llgllze pourp = letp = co. (Ici, f, g : X — R.)

Exercice # 3. Soit U un ouvert non vide de R”, muni de la mesure de Lebesgue sur #y. Si f € C(U),
montrer que || f||z~ = sup | f]-
U

Exercice # 4. Soit (X, .7, 1) un espace mesuré. Nous considérons des fonctions f,g : X — R (pas
nécessairement mesurables). Montrer que la relation d’équivalence f ~ g si et seulementsi f = g p. p.
a les propriétés suivantes.

a) Sif ~ fietg~ gy, alors f+tg~ f1 +tgy, YVt € R (acondition que les fonctions soient finies en
tout point).
b) Sif~ fietg~ g, alors fg~ fig:.
¢) Sif ~getsi®:R — R, alors®o f~dog.
d) Dans cette question, X := R" et u := \,.
(1) Soit7,f(z) := f(z — h),Vax,h € R".Si f ~ g,alors 7, f ~ 1,9,V h.
(ii) Soient f, g, f1,91 : R* = R, avec f ~ f1etg ~ gi.Soitz € R". Alors h ~ hy, oll

h(y) = f(x —y)g(y), M(y) = filr —y) 91(y), Vy € R™.

Exercice # 5. Nous considérons la relation d’équivalence de I'exercice précédent, mais uniquement pour
des fonctions mesurables.

a) Noustravaillonsdans (R", .%,, \,,). Montrer que toute classe d’équivalence contient un représentant
borélien.

b) Méme propriété si a la place de R"” nous considérons une partie borélienne de R”.



¢) Généralisation?

Exercice # 6. Donner un sens aux expressions suivantes.

a) «felP f>0»

b) «[f € 12, |l = 0] = [ =0»
Exercice # 7. Donner un sens aux affirmations suivantes, puis les prouver ou les réfuter.
a) Si f € LP,alors f est mesurable.

b) Sif e LP,avecl < p < o0, alors f est finie p. p.

0 feL' = p({r e X;|f(x)|>1}) < |fllp/t, VE>0.

Plus généralement, sil < p < occet f € LP, alors

fel? = u({xe X;|f(x) >1t}) <|fI[5:/t", Yt > 0 (inégalité de Markov).

Exercice # 8. Nous munissons les parties boréliennes U de R de la mesure de Lebesgue \,,. Décider pour
quelles valeurs de p nous avons f € LP(U, \,,) si:

a) U :=]0,1], f(z) := %, acR.
b) U =R, f:= xo-

sinx

o) U :=]0,00], f(x) :=
sin |z
[
Exercice # 9. Soit 1 < p < co. Si f est mesurable, soit

Fy(t) = plfa € X |f(a)] > ).

la fonction de répartition de f.

1. Sip est o-finie, montrer la formule du gateau en étages

d) U:={zeR"; |z| > 1}, f(z) = ,a € R (avec «| | » la norme euclidienne standard).

112 = p / - Fy (f) dt. o

2. Montrer que (1) reste vraie sans I'hypothese y o-finie. Indications : commencer par une fonction
étagée, et traiter le cas général par convergence monotone.

Exercice # 10. (Espaces ()

a) Siyu estlamesure de comptage, alors 'égalité p. p. équivaut a I'égalité. Ainsi, nous pouvons identifier
naturellement .£7 et LP.

Si X = N muni de la mesure de comptage sur &?(N), alors nous définissons
P =P(N):=2LP=LP V1 <p<oo.

Nous définissons de méme ¢P(A), avec A a. p. d. (Cas particuliers importants: A = Z, A = N*))

b) Si(ay), est une suite indexée sur n € N, montrer que

1/ .
Supn‘an‘7 Slp:oo

¢) Montrer que, sil < p; < py < oo, alors 1 C (Pt C (P2 C (. De plus, ces inclusions sont
«continues»:sil < p < r < oo, alors |[(an)nller < [[(an)nller-
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d) Soit(a,), € ¢F,avec p < co. Montrer que pour tout 7 > p nous avons lim,_,,. ||(a,),

s = H(an)nnﬁ-

e) Sil <r < ocoet(ay), est une suite arbitraire, alors limg, |[(@n)n|les = ||(an)nller-

Exercice # 11. (Espaces L? quand la mesure est finie) Nous supposons y finie.
a) Montrer quesil < p; < py < oo,alors L>® C L2 C L' C L.
Plus spécifiquement, montrer que, 1 < p < 7 < oo, alors || f||z» < (u(X )PV |||z, ¥ f.
b) Soit f € L, avec p > 1. Montrer que pour tout 1 < r < pnous avons limg_,,. || f||zs = || f|
c) Sif e L™, alors:
G felP,V1<p< oo

(ii) Lapplication [1,00] 3 p — ||f||z» est continue. En particulier, lim || f||z» = || f]lp-
p—r00

Lre.

Exercice # 12. Nous travaillons dans I =]0, co| muni de la mesure de Lebesgue. Soient 1 < p < oo et

f € LP(I).Posons F(x) := / f(t)dt,Vx > 0.

0
a) Donner un sens a cette définition. Montrer que F' est bien définie.
b) Sip = oo, montrer que F est lipschitzienne.

¢) Sil < p < oo, montrer que F est «holderienne »: il existe C' < oo et €]0, 1] (que I'on déterminera)
tels que | F'(z) — F(y)| < C'lz —y|*, Va,y = 0.

d) Sip = 1, montrer que F est continue.

e) Sip = 1, montrer que F' est « absolument continue » : pour tout ¢ > 0, il existe § > 0 tel que si
0<a; <b <ay<by<---<a,<b,sonttelsque (by —ar) + (bs —az) + -+ (b, — a,) <0,
alors |F'(by) — F(ay)|+|F(b2) — F(a2)|+- - -+|F(b,) — F(ay,)| < e.Indication : lemme de Lebesgue.

Exercice # 13. (Lemme de Brezis-Lieb) Soit 1 < p < co. Nous considérons une suite (f;) C L? telle que:
1) ||fj||Lp < C() < OO,V]
i) f; — f.
1. Montrer que f € LP.

2. A-t-on nécessairement f; — f dans LP?
Dans la suite, on se propose de montrer le lemme de Brezis-Lieb

/!fn|p=/If!p+/lfn—f|p+o(1)quandn—>oo. )

En fait, nous allons montrer la conclusion plus forte

JUgaP =177 = 15 = 171 0. ®

3. Expliquer pourquoi (3) = (2).

4. Sip = 1, montrer que

et conclure via le théoréme de convergence dominée.
5. Sil < p < oo, montrer que :

(@) Ilexiste C' < oo telle que

C, sift] <1
CltP=t, sift| >1°

1P = |t = 1" =1 S{



(b) Endéduire que

Clf1, si[fn] < /]

. : (4)
len|p_1|f|7 si|ful > |f]

||fn|p_ ’fn_f|p_ |f|p’ < {

(c) Soit M > 1.0On définit
Ay = {r € X |fulx)| < M|f(2)|}, Boar = {z € X5 [fu(2)] > M[f()]}.
En utilisant (4) et le théoréme de convergence dominée, montrer que

/ 1l — 1o = £ — IfIP] = 0.
An M

(d) Montrer que

C?
p < 0 .
/B T ¥

(e) Utiliser (5), la deuxieme inégalité de (4) et I'inégalité de Holder pour montrer que
Jim sup [ (1P =14, = 1P - 5P =0,
= n By, v

(f) Conclure.

Exercice #14. Soit 1 < p < 00.Si f,, — fdans LP et f,, — g p. p., quelle est la relation entre f et g?
Exercice # 15.

a) Enexaminant la preuve de I'inégalité de Holder, montrer le résultat suivant.
Soient f € LP\ {0} etg € L9\ {0}, avec 1 < p,q < oo conjugués et f, g > 0. Alors

/ Fa=Ifll gl = [B3C €]0,00[tel que f* = C g1].
b) Sinous ne supposons plus f, g > 0, montrer que

/fg = £l llgllze <= [BC €]0,00[tel que [f["~" f = C'|g|*" g].

Exercice # 16.

a) En utilisant éventuellement l'exercice précédent, montrer le résultat suivant.
Sil<p<ooetf,ge LP\ {0}, alors

If + glle = [[fllze + llgllr <= [3C €]0,00[tel que f = Cg].
b) Que devient cette condition sip = 1?

Exercice #17. Soient 1 < po, ..., pr < oo tels que Z§:1 1/p; = 1. Alors
Wfifo- fellor <A fillzes | follzes - ([ fullzens Y f1, fos ooy fro o X — R

Exercice #18. Soient 1 < py < p < p; < 0.

o . 1 6 1-6
a) Montrer qu’il existe un unique 6 €]0, 1[ tel que — = — + :
p

Po D1
b) Montrer que || f{| o < || 1|0 1/ | 101,V /-



Exercice # 19. (Inégalités pour des opérateurs a noyau) Nous travaillons dans un espace produit (X x
Y, 7 ®.7, u®v),avec i et v o-finies. Toutes les fonctions considérées sont mesurables et, par souci de
simplicité, positives. Un noyau est une fonction K : X x Y — R,.

Soient 1 < p, ¢ < oo deux exposants conjugués. Nous voulons majorer les quantités

= A(f,9) = K(z,y) f(x) g(y) dp @ v(z,y), avec f : X = Ry, g: Y — Ry,

XxY

B = HyH/Kwy x) dp(x) avecf:X—>R+.

a) Rappeler pourquoi
B(f) =sup{A(f,9); g € Z1(Y), lgl, < 1}.

b) Soienta : X — R%, v : Y — R%. En utilisant I'identité (évidente)

J«awﬂmmwz(mwwwmﬂ@ﬂm)x(muwwmﬁ@mw)

() a(z)

I'inégalité de Holder et le théoréme de Tonelli, obtenir I'inégalité

Aug>s(LFwauwwwdmw)w
X ( /Y G(y)v'(y) 9 (y) dV(y)) " ,

K(z,y)
y ()

(6)

ou
K(x,y)

Fla) = y aia)

dv(y), G(y) :== du(z).

¢) (Inégalité de Schur) En prenant a(z) = 1, y(y) = 1, obtenir l'inégalité de Schur

1-1/p
_[igg/Kwde ] Elelg/f(mydu()} I£1l,-

d) (Inégalité de Young) En prenant o(z) = 1 ety(y) = 1, obtenir, pour f, h : R" — R, 'inégalité de
Young |[hx fl, < [P |f1,-

e) (Inégalité de Hardy) En prenant a(x) = v(z) = 2/ P+, obtenir l'inégalité de Hardy

Amﬁ([ﬂw@fms¢lémmm

f) (Inégalités de Hilbert-Schur-Hardy-Riesz) Préliminaire. Nous admettons l'identité de la véflexion d’Euler

e 1 T
——dt = Y0 1.1 7
/0 G sy V0TS 7

En prenant a(x) = (x) = 2P+, montrer les inégalités de Hilbert-Schur-Hardy-Riesz

f@)g(y)
4700[2 T + Y dl’dy S sin(w/ )”pr||qu7
o0 o0 f(:L‘) P ,
A oty ™ @S$Mﬂmwu

1. Cette identité peut s’obtenir, par exemple, en appliquant le théoréme des résidus en analyse complexe.
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Exercice # 20. (Inégalité de Hardy, encore) Nous proposons ici une autre approche pour montrer I'inéga-
lité de Hardy obtenue dans 'item e) de I'exercice précédent. Nous travaillons dans I =|0, co[ muni de la

mesure de Lebesgue. Soit 1 < p < 00.Si f € LP = L”(I), nous posons F'(z) := / f(t)dt,Yx > 0.
0

a) Si f € C°(I), montrer al'aide d’'une intégration par parties l'inégalité de Hardy

| ()P p \" [~ »
/0 deg(]:> /0 ()P de. ®)

b) Montrer que I'inégalité (8) reste vraie pour tout f € LP.

Exercice # 21. (Inégalité de Landau)
a) Soit f : R — RR. Si f est Lebesgue intégrable, montrer qu’il existe une suite (R,,),, telle que :
W) 2n<R,<2n+1,Vn.
(i) f(R,) — 0.
b) Si, de plus, f est dérivable, montrer qu’il existe une suite (.S, ), telle que
i) R, <S, < R,i1,Vn(etdonc S, — o).
(i) f(Sn) f'(Sp) = 0.
Indication : appliquer le théoréme des accroissements finis & f2.
De méme, il existe (7},),, telle que 7,, — —oc et f(1,,) f'(T) — O.
¢) (Inégalité de Landau) Soit f : R — R une fonction deux fois dérivable telle que f soit (Lebesgue)
intégrable et f” soit bornée. Montrer que ' € Z?(R, v;) et que

[wr =it [

Sn
On pourra commencer par calculer I'intégrale / (f)?(x) dx si, de plus, f € C2.

Exercice # 22.

a) Soitl < p < co.Montrerque{f € LP(X, .7, u); f étagée} estdensedans LP(X, .7, u). Il convient
de distinguerlescas 1 < p < coetp = oc.

b) On travaille dans (R", %gn, 11), avec ;1 mesure de Radon. Si 1 < p < oo, montrer que

k
{ZanKj ; ke N*, a; € R, K; compact, Vj}

j=1
est dense dans LP(R", Bgn, ).

Exercice # 23.
a) Soit (X, .7, P) un espace probabilisé. Soient f, g : X —]0, co[ deux fonctions mesurables telles que

f-g > 1.Montrer que | fdP - [ gdP > 1.Indication : utiliser 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

c’est-a-dire I'inégalité de Holder avec p = ¢ = 2.

n n
1
b) Siay,...,a, > 0,alors > a; — >nk
1, s Un JZ_; ]jz_;aj_

Exercice # 24. Soient f, g : R — R deux fonctions mesurables. Nous avons f * g(x) = ¢ * f(z), au sens
du théoréme du changement de variables.

Exercice # 25. Soit p un noyau régularisant standard. Alors, pour tout ¢ > 0, nous avons :
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a) p(x) >0si|z] <e.
b) p(x) =0si|z| > e.

C) /pe_l

Exercice # 26. Une approximation de I'identité est une famille ((%). telle que
i) (¢ :R™ — R est (Lebesgue) intégrable, Ve > 0.

ii) /CE =1,Ve > 0.
iii) Il existe une constante M < oo telle que / |CF| < M,Ve>N0.

iv) Pour toutd > 0, lime_m/ |C¢| = 0.
R\ B(0,5)
1. Montrer que, si p € £ (R") (avec la mesure de Lebesgue) et / p = 1,alors p.(z) := e "p(x/e),
e > 0,z € R", est une approximation de I'identité.
2. Soit ((%).~o une approximation de I'identité.

(@) Sif:R™ — Restbornée et uniformément continue, montrer que f+*(* — f uniformément
sur R™.

(b) Sil <p<ocetf e C.(R"), montrer que f x (° — f dans LP(R").
(© Sil <p<ooetf e LP(R") (avec la mesure de Lebesgue), montrer que f * (°* — f dans
LP(R™).
Exercice # 27. Soient f € C*(R") et p € C.(R"). Alors::
a) f * pestdéfini en tout point.
b) fxp e Ck.
c) Pour toute dérivée partielle 0% d’ordre < k, 0%(f x ) = (0°f) % ¢
d) Si f estun polyndme (de n variables) de degré < m, alors f * ¢ est un polynome de degré < m.
Exercice # 28. Soit 2 C R" un ouvert. Soient 1 < pq,...,pr < 00.Soit f € LPY(Q) N ... N LP=(Q).
Montrer qu'il existe une suite (p;),; C C°(12) telleque p; — fquand j — codans L**(2),i = 1,... k.
Exercice # 29. Soit 2 un ouvert de R™. Montrer que C*°(€2) N L*>°(Q2) et C2°(2) ne sont pas denses dans
L>(Q).

Exercice # 30. Nous travaillons dans (R™, Zg=, A,,). Soient p, ¢ deux exposants conjugués. Si f € L et
g € L7 montrer que f * g est continue.

Exercice # 31. Nous travaillons dans (R™, %=, A,,). Nous nous proposons de montrer le résultat suivant :
si A, B € %, satisfont \,(A) > 0, \,(B) > 0, alors 'ensemble A + B contient une boule ouverte non
vide.

a) Montrer que I'on peut supposer A et B compacts.

b) Montrer que f := x4 * xp est continue.

c) Calculer / f et conclure.

Exercice # 32. (Résolution de’équation dela chaleur dansle demi-espace) Nous travaillons dans (R", %, A,).

| | désigne la longueur euclidienne standard dans R™. (Donc |z| = ||z||2, V2 € R™.) Soit
1
L 7|£E‘ /(4t) n
Ki(x) := (47rt)”/2€ Ve eR", Vt>0



le noyau de la chaleur.
Soientl < p<ocetf:R" =R, [ e .ZP. Sousréserve dexistence, soit

u(z,t) = fxKi(z) = | fly)Ki(x —y)dy, Vo € R", Vi >0.
R
1. Montrer que:
@) u e C*°(R"x]0, cc]).

(b) w vérifie 'équation de la chaleur homogene
ou = 0%u N
Lu _E_]Z:;a_x?_(]daHSR X]0,00[.

2. Sil < p < oo, montrer que «u(-,0) = f»2 ausens ou

limu(-,t) = f dans Z7.

t—0

3. Si f est continue et bornée, montrer que

limu(z,t) = f(z), Vo € R"™

t—0
4. Si f est uniformément continue et bornée, montrer que

u(+,t) — f uniformément sur R" quand ¢t — 0.

Exercice # 33. (Produit de convolution de deux mesures) Soient y, v deux mesures boréliennes o-finies
sur R”. A chaque ensemble borélien de R™, nous associons 'ensemble

F=FCF):={(z,y) e R"xR"; 2 +y € E}.

a) Montrer que F’ est borélien.

b) Montrer que la formule {(E) := p ® v(F),VE € PBrn, définit une mesure borélienne ¢ sur R™.
Cette mesure est le produit de convolution des mesures yi et v, noté ji x v.

c) Montrer que le produit de convolution est commutatif.
d) Siles mesures boréliennes i, v, i sont finies, alors leur produit est associatif.
e) Montrer que &y (la mesure de Dirac en 0) est 'élément neutre de la convolution.

f) Sip et v sont des mesures a densités f, respectivement g, par rapport a v,,, montrer que 4 * v a la
densité f * g.

g) Sipuestadensité f parrapporta v, alors u * v ala densité f * v, ot

frv(x):= flz —y)dv(y), Vo € R".

Rn
Exercice # 34. (Convolution d’une fonction et d'une mesure) Cet exercice fait suite a I'exercice précédent.

Si f : R™ — R est une fonction borélienne, et i est une mesure borélienne sur R", nous posons, sous
réserve d’existence,

frv(z) = ) flx —y)dv(y), Vo € R". ©)

2. Noter que u n’est pas définie pour ¢ = 0.



a) Si f est Lebesgue intégrable et i1 est finie, alors f * i est définie v,-p. p., et est une fonction Lebesgue
intégrable. Indication : théoréme de Fubini.

b) Sif € C*(R™) et uest une mesure de Radon, alors f * y est définie en tout point, et est une fonction
de classe C*.

Exercice # 35. (Equations de Cauchy) Nous considérons les équations fonctionnelles (de Cauchy) suivantes :

[R=R, flx+y) = f(z)+ f(y), Yo,y eR (10)
g:R=>T:={2€C;|z| =1}, g(x +y) = g(x) g(y), Vz,y € R. (11)

Un résultat tres connu affirme que, si f est une solution continue de (10), alors

il existe A € Rtel que f(z) = Ax,Vx € R (et réciproquement). (12)
Un résultat un peu moins connu affirme que, si g est une solution continue de (11), alors

il existe A € Rtel que g(z) = e Yz e R (et réciproquement). (13)

Ces conclusions ne sont plus vraies il n’y a aucune hypothése sur f et g, mais donner des contre-
exemples sort du cadre de cet enseignement. (En demander en algebre.)

Nous nous proposons de montrer que (12) et (13) restent vraies sous 'hypothése plus faible que f
(ou g) est Lebesgue mesurable. Nous assumons cette hypothése dans ce qui suit, et nous travaillons avec la
mesure de Lebesgue.

Pour commencer, nous admettons la propriété qui suit, qui sera démontrée plus loin.

Sig € L*(R) \ {0}, alorsil existe ) € C°(R) telle que /g(y) Y(y) dy # 0. (14)
R

a) Soit g solution Lebesgue mesurable de (11). En multipliant (11) par ¢)(y), avec ) comme dans (14) (avec
n = 1), et en intégrant dans la variable y, montrer que g € C*(R).

Puis conclure grice au préambule de 'exercice.

b) Soit f une solution Lebesgue mesurable de (10). Soit g := ¢*/. En utilisant la question précédente
pour g, montrer qu’il existe A € R et une fonction h : R — Z tels que

f(z) = Az + 21 h(z), Vo € R.
c) (1) Soith : R — Z une fonction telle que
h(x +y) = h(x)+ h(y), Ve,y € R

(aucune hypothese de mesurabilité).
Montrer que h(z) =0,Vx € R.

(i) Conclusion?
d) Montrons (14). Soit A := {y € R; g(y) # 0}.
(i) Expliquer pourquoi A;(A) > 0.

(i) Montrer qu’il existe X' C A un compact tel que v4(K') > 0. Indication : la mesure de Lebesgue
est une mesure de Radon.

(iii) Soit p un noyau régularisant. Montrer que (14) est vraie si¢) := (sgn g x i ) * pe, avec € suffisam-
ment petit. Indication : convergence dominée.

e) Généraliser ce qui préceéde a des fonctions f : R” — Retg: R" — T.



