Université Claude Bernard Lyon 1 Licence de mathématiques 3¢ année
Mesure et intégration Année 2020-2021

Exercices d’auto-controle
Dans les exercices suivants, préciser le cadre si nécessaire (par exemple, si X apparait dans'énoncé,

préciser s'il s’agit d’'un ensemble sans structure, d’'un espace mesurable, mesuré, ou métrique).
Exercice #1.Si A ¢ Bet C < D, montrer que A\D < B\C.
Exercice # 2. Montrer que AAB = A°/AB°.
Exercice # 3. Montrer 'équivalence des propriétés suivantes.

. AvCcBuC,vVC.

2. Ac B.

Exercice # 4. Déterminer les ensembles suivants :

sin™'(0) ; sin ([0, 1[) ; sin~*([a, b]), aveca, b € R.

Exercice # 5. Dans un espace normé, écrire les boules (ouvertes, fermées) comme des images réciproques
de fonctions numériques.

Exercice # 6. Soit (x,,), < R une suite. Montrer I'équivalence des propriétés suivantes.
1. (x,)n, est bornée.

2. limsup, =, € Retliminf, z, € R.

Exercice # 7. Calculer sup z, et liminf,, z,,, ot z,, := In (n'’e™"), Vn € N*.
n=1

Exercice # 8. Proposer et montrer une formule pour lim inf(A,, v B).
n
Exercice # 9. Rappelons quun nombre réel est rationnel si et seulement si son écriture décimale est pé-

riodique. En utilisant cette propriété, proposer une fonction injective f : Q n]0, 1[ — N2, (Indication :
prendre comme l'une des deux composantes de f(z) la partie périodique de I'écriture décimale.)

Exercice # 10. Montrer que si ¢ estunclanet A;,..., A, € €,alors A; U ... U A, € €. De méme si on
remplace clan par tribu.

Exercice # 11. Si (.¢7; ), est une famille d’ensembles o7, = Z?(X) telle que chaque 7 soit un clan (ou
tribu, ou classe monotone), alors N;e;47 est un clan (ou tribu, ou classe monotone).

Exercice # 12.
a) Sie/ < B,alorsC () < C(B), M) < M(B)et T () < T(B).
b) Ona % (¢ («/)) = € (). Propriété analogue pour la classe monotone et la tribu engendrées.
Exercice # 13. Dans cet exercice, nous considérons un espace mesurable (X, .7). Prouver ou réfuter les
assertions suivantes.
a) Une fonction f : X — R qui ne prend quun nombre fini de valeurs est étagée.
b) Sif: X — R"estmesurable, etsig: R” — R estborélienne étagée, alors go f : X — R est étagée.
¢) Sif:X — Resttelleque f~!(F) € 7 pour tout F' = R fermé, alors f est mesurable.
d) Sif:R — Restborélienne et ne s’annule pas, alors 1/f est borélienne.

e) SiAc X, alors x4 : X — R est mesurable si et seulementsi A € 7.



r+1, six>=0

) , est borélienne.
—x, siz <0

f) Lafonction f: R — R, f(x) := {

g) Lafonction f : X — R est mesurable < |f| est mesurable.

Exercice # 14. Soient f : X — R mesurable et g : X — R définie par:

o) = {1, si f(x) e(@‘

0, sinon

Montrer que g est mesurable.
Exercice #15. Soit A — X. Alors x 4 est mesurable si et seulement si A l'est.
Exercice # 16. Prouver ou réfuter les assertions suivantes.

a) SiAe 7, alors u(X) = pu(A) + u(A°).

b) Si (A, )n>0 est une suite décroissante d’éléments de .7 et 1(As) < o0, alors
1 (Nnz0An) = lim pi(A,).

c) SiA,Be Tetu(Au B) = u(A)+ u(B), alors A et B sont disjoints.
d) Il existe un espace mesuré (X, .7, u) telque {u(A); Ae 7} ={0,1,2}.
e) Il existe un espace mesuré (X, .7, u) telque {u(A); Ae 7} = {0, 1,3}.
f) La mesure de comptage sur N est finie, respectivement o-finie.

g) Soient .o/ une famille qui engendre .7 et iy, j1o deux mesures sur .7 . On suppose que pour tout A
dans @7 on a 1 (A) = us(A). Alors pour tout T'dans .7 on a uy (T') = ua(T).

Pour cette derniere question : y a-t-il des hypotheses raisonnables a ajouter ou enlever?

Exercice # 17. (Mesure image) Soient (X, .7) un espace mesurable et f : X — R” une fonction me-
surable. Soit ;2 une mesure sur .7. Nous définissons f.p : Brn — [0, 0] par fap(A) := u(f~1(A4)),
V A € PBgn. Rappelons que f, /1 est une mesure sur Bg.. C’est la mesure image de y par f.

a) Déterminer f.d,, aveca € X.
b) Soit x une probabilité sur X (donc p(X) = 1). Nous prenonsn = 1. Si B € .7, déterminer (xg) -

Exercice # 18. Prouver ou réfuter les assertions suivantes.
a) Une partie d’'un ensemble négligeable est négligeable.
b) Une union a. p. d. d’ensembles négligeables est négligeable.

¢) Une union d’ensembles négligeables est négligeable.

Exercice # 19. Prouver ou réfuter. Une partie d’'un ensemble Lebesgue mesurable de R™ est Lebesgue
mesurable.

Exercice # 20. Ecrire de maniére plus simple la quantité f f lorsque :

a) u est une mesure de Dirac.

b) p estla mesure de comptage sur N.
Exercice # 21. Soit (X, 7, ;1) un espace mesuré. Prouver ou réfuter les assertions suivantes.

a) Sif =yxasavecAe 7, alorsff = u(A).
b) Sif =axa+bxp aveca,be Ret A, B € 9,alorsff=au(A)+bu(B).
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¢) Sif:X — [0,00] estintégrable, alors u(f~1(o0)) = 0.
d) Sif: X — [0, 0] est mesurable et satisfait u(f~*(o0)) = 0, alors f est intégrable.
e) Sif: X — [0,00] est mesurable et satisfaitjf = 0, alors f = 0.

f) Sif: X — [0,0] est mesurable et satisfaitjf = 0, alors f = 0 u-p. p.

g Sif: X — [0,0] est mesurable et satisfait f = 0 u-p. p., alors ff =0.
h) Le produit de deux fonctions intégrables est intégrable.

Exercice # 22. Dans cet exercice, [ désigne un intervalle de R, muni de sa tribu borélienne et de la mesure
de Lebesgue.

a) Soit ] :=]0, 1[. Soit 0 < v < 0. A quelle condition la fonction x — — est-elle intégrable sur /?
xa

b) Méme question avec [ := [1,00[ et [ := |0, o0[.
Exercice # 23.
a) On considere la fonction f : [0, 1] — R définie par

_Jz, sizeQ
J(w) = {:}cQ, siz ¢ Q

Montrer que f est Lebesgue intégrable sur [0, 1] et calculer son intégrale.
b) Mémes questions pour la fonction f : [0, 7/2] — R définie par

@) = {sinx, si cosz € Q

sinz, sicosz¢Q

Exercice # 24. Soit P une probabilité sur (R, #g). Pour n € N, soit [,, := f (cos t)*" dP(t).
R

a) Montrer que [,, < o0, Vn.
b) Montrer que la suite (/,,),>0 est décroissante.
c¢) Déterminer lim 7,,.

n

Exercice # 25. Nous munissons l'intervalle [0, 1] de sa tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue .
Soit ( f,)n>2 une suite de fonctions définies sur [0, 1] par

nw, si0 <z <1/n
fu(z) := < —n?(x —2/n), sil/n<z<2/n.
0, sinon

a) Tracer le graphique de f,.
b) Calculer et comparer lim inf J frndA, J lim inf f,, d), lim sup J fndXet J lim sup f,, d\.

¢) Mémes questions avec la suite de fonctions (g, ),>1 définie par ga, := X[0,1/2p)], VP € N¥, gops1 1=
X[1/(2p+1),1, VP € N

Exercice # 26. Soient (X, .7, i) un espace mesuré et f : X — [0, co[ une fonction mesurable. Posons

Fy(t) == u(f (It D) = u(lf > t]), ¥t = 0.

Pour traiter les questions suivantes, on pourra commencer par le cas ot f est une fonction étagée.

3



a) Montrer que F/; est borélienne.

b) Montrer quef fdu = J Fy(t) dt.
X

0
¢) Plus généralement, soit ® : [0, 00[— [0, oo[ une fonction croissante de classe C'* avec ®(0) = 0.

Montrer que JX O(f)dp = JOO Q' (t)Fy(t) dt.

0

Exercice # 27. (L’exercice précédent, vue probabiliste) En théorie des probabilités, 1 est une probabilité,
et on travaille plutdt avec la fonction de répartition G¢(t) = p([f < t]), V¢t = 0. «Traduire » l'exercice
précédent en fonction de G.

Exercice # 28.
a) Ecrire I'inégalité de Jensen dans les cas suivants
@) [:=R,o(t):=€e,VteR.
(ii) I :=]0,00[, ®(t) :=1Int, Vt €]0, 0l.
(i) I :=R, 1 <p <o, ®(t):=|t|P,VteR.
b) Obtenir, a partir de 'inégalité de Jensen appliquée & un espace probabilisé et 2 une fonction convexe

convenables, I'inégalité

n

n 2
nZ(aj)2> <Zaj) , VneN* Vay,...a, eR.
j=1

j=1

Exercice # 29. En considérant, sur R, les fonctions f,,(z) := —(z + n)_, montrer que 'hypothese f,, = 0
est essentielle pour avoir la conclusion du lemme de Fatou.

Exercice # 30. En considérant, dans R, la suite f,, := X[n,n+1[, montrer que 'hypothese de domination
est essentielle pour la validité du théoreme de convergence dominée.

Exercice # 31. (Transformée de Laplace) Soit f : [0, 0[— R une fonction borélienn et bornée. Montrer
Q0
que la transformée de Laplace de f, définie par .Z f(a) := e f(x)dx,¥a > 0, est une fonction
0

continue sur |0, oo|.
1 4x-1

Exercice # 32. Soit f(x) := J dt,Vz € R.

o 1+t
a) Montrer que f est finie si et seulement si x > 0.

b) Montrer que f est continue sur |0, oo.
¢) Calculer f(x) + f(z + 1) pour z > 0. En déduire la valeur de li{%x f(z).

Exercice # 33.

a) Calculer Z(—l)” ", |z < 1.
n=0

b) Calculer Z(—l)”nx”_l, lz| < 1.
n=1

0 . 2
Exercice # 34. Soit f la fonction définie sur R, par f(t) := J (Sm x> e " dz.

0 xZ
a) Montrer que f est continue sur R et deux fois dérivable sur R*.
b) Calculer f” etles limites a I'infini de f et f’.

¢) En déduire une expression simple de f.



exp(—z) — exp(—tz)
" .
a) Montrer que pour tout ¢ > 0, la fonction z — f(¢, ) est Lebesgue intégrable sur R*.

Exercice # 35. Pour z > Oett > 0, soit f(t,z) :=

b) Pourt > 0, soit F(t) := J f(t,x)de.
0

¢) Montrer que F' est continue sur |0, o0].
d) Montrer que F' est dérivable sur |0, oo|.
e) Calculer F'(t) et en déduire la valeur de F'(¢) pour tout ¢ > 0.

Exercice # 36.
a) SiXetY sonta.p.d,alors Z(X)® Z(Y) = 2Z(X xY).

b) De plus, si yu et v sont les mesures de comptage sur X et Y respectivement, alors 1 ® v est la mesure
de comptage sur X x Y.

Exercice # 37. Prouver ou réfuter les assertions suivantes.
) IR ={AxB; Ae 7 ,Be S}

b) Brn @ Brm = Brn+m.

Q) Ly QL =Lnim-

d) v, @V = Vpsm.

e) \n ® A\ = At

f) Soient (X, .7, u)et (Y, .7, v)desespaces mesurés, avec y et v o-finies. Soit £ € .7 ®.7.Siv(E,) =
0 pour (presque) tout x € X, alors p ® v(E) = 0.

g) Sipetv sont des mesures o-finies, alors ;1 ® v est o-finie.
Exercice # 38.

a) Calculer f xe™ dxdy.
[0,1]

b) Calculer f

VANRES 2. 2 4,2
T+ dexdy,ouA.— {(z,y) eR*; 0 <2,y <1,0<z®+y*> <1}

2+

Exercice # 39. Calculer l'aire d’un disque.

Exercice # 40. Pour (z,y) € R?, soit

/(z+1)? siz>0etzx<y<2z
flz,y) =< =1/(x+1)% siz>0et2z <y<3z.
0, sinon

a) Montrer que f : R? — R est borélienne.

b) Montrer que, pour touty € R, f(+, y) est Lebesgue intégrable.

c) Soit p(y) := f f(z,y) dx, y € R. Montrer que ¢ est Lebesgue intégrable et calculer f o(y) dy.
R R

d) Montrer que, pour tout x € R, f(z, -) est Lebesgue intégrable.

e) Soity(z) = f f(z,y) dy, x € R. Montrer que v est Lebesgue intégrable et calculer f Y(z) de.
R R
f) Quen pensez-vous?
Exercice # 41. Soit U la partie de R* définie par

U:={(u,v,w)eR®; u>0v>0w>0,uv<1,uw<1ow < 1}.
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a) Montrer que U est borélien.

b) Calculer I'intégrale suivante :

I :=J uvw dudvdw.
U

On pourra, apres lavoir justifié, utiliser le changement de variables suivant :
(,y,2) = ®(u,v,w) = (Vow, yVwu, y/uv).

Exercice # 42. Soient f, g : X — R mesurables. Montrer les propriétés suivantes.
a) |tfllee = |t| | f]ze, ¥V € R (avec la convention 0 - co = 0).

b) Sif =gp.p,alors|f —glLr = Oet||flzr = |g]Le.

o) |[flzr = Osietseulementsi f = 0p.p.

d) La définition de | f| . est correcte, au sens suivant. Soit A := {M € [0,0]; |f(x)] < M p.p.}.
Alors A est non vide et A a un plus petit élément, m. Cet m est le plus petit nombre C' de [0, c0] avec

la propriété | f(z)| < C p. p.
) |f +gler <[ flee + |glr pourp = letp = 0. (Ici, f,g: X - R)

Dans les trois exercices suivants, ajouter les hypothéses manquantes et montrer les résultats énon-
cés.

Exercice # 43. Soient 1 < ps,...,pp < oo tels que Zle 1/p; = 1. Alors
[fifo- o fullo < Wfileen | fellzes - A fellzoes Y f1s fores fi X

Exercice # 44. Nous supposons p finie. Si1 < p < r < o0, alors || f||z» < (u(X)YP=Y" | f[ 2, ¥ f-

Exercice # 45. Soient 1 < py < p < p; < 0.

o . 1 0 1-46
a) Montrer qu’il existe un unique 0 €]0, 1| tel que — = — + .
Db Po b

b) Montrer que | f|o < |50 | f17, ¥

Exercice # 46. Soit p un noyau régularisant standard. Alors pour toute > 0:
a) p(z) = 0si|z| <e.
b) p.(xz) =0si|z| =

c) Jps=1

Exercice # 47. Développer en série de Fourier la fonction 27-périodique définie sur | — 7, 7| par f(x) :=
|z|. En déduire la valeur de Z — et Z

TL>]. n>1

Exercice # 48. Soit f : R — R la fonction 27-périodique définie sur | — 7, 71| par f(x) := 2.

a) Déterminer SfetSf(x), z € R.
b) En déduire les valeurs des séries 2 Z 2 1 2 i

4
n>1 n=1 n=0 (zn + ]'> n=1 n

Exercice # 49. Soit a €0, 7 et f : R — Rla fonction 27-périodique définie sur | — 7, 7| par

() = {1, s%x € [—a,qa] ‘

0, sinon



a) Dessiner le graphe f sur [—2m, 27].
b) Calculer SfetSf(z),z € R.

, . L, . sin{no
¢) En déduire la somme de la série Z %
n
n=1

Exercice #50. Soit f : R — Rlafonction 27-périodique, impaire et telle que f(x) = (7 —x)/2sur |0, |.
a) Dessiner le graphe de f sur une période.
b) Calculer SfetSf(x), zeR.

sy . sinn 1
c) En déduire la valeur des sommes suivantes : Z Z ot
n=1 n>=1

Exercice # 51.
a) Soient f € L'(R") ete > 0.Soit f.(x) := & ™ f(z/e), Vo € R™
(i) Montrer que f. € L'.
(i) Montrer que E(E) = ]?(5 €).
(iii) Montrer que |f-(£)| < | f]z1, Ve >0,V € R™
b) Soient f € L'(R") et h € R™ Soit 7, f(x) := f(x — h),Vz € R".
(i) Montrer que 73, f € L.
(i) Montrer que 7,f(£) = e~ F(£),V € € R™.
¢) Soit f € L'(R").
(i) Montrer que f € L'.
(i) Montrer que ?(5) ?( €),Vée R
d) Soit f € LY(R™). Soit f(x) := f(—z),Vz e R".
(i) Montrer que fe L.
(i) Montrer que f(f) = f(—{) = X(5), VEe R
Exercice # 52. Soit f : R" — R, f(z) := el otta > 0.
a) A partir de la transformée de Fourierde R 5 x — 1/(1 + 22) et de I'identité
1 Y 4a?)
1o fo e tdt, Ve R,
montrer que

1 0 —t
e = —— f ¢ e~/ (D) dt, Vr > 0. )

T2, t1/2

b) En utilisant (1) et la transformée de Fourier des fonctions R 5 x — ¢~%" ¢ > 0, montrer que

J/C\(g) = 27" 1) /QF((n +1)/2) (a® + |§C|L2)(n+1)/2’

Q0
avec ['(z) := f "t e~" dt la fonction d’Euler.



