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Exercices d’auto-contrôle

Dans les exercices suivants, préciser le cadre si nécessaire (par exemple, siX apparaît dans l’énoncé,
préciser s’il s’agit d’un ensemble sans structure, d’un espace mesurable, mesuré, ou métrique).

Exercice # 1. SiA Ă B etC Ă D, montrer queAzD Ă BzC .

Exercice # 2. Montrer queA4B “ Ac4Bc.

Exercice # 3. Montrer l’équivalence des propriétés suivantes.

1. AY C Ă B Y C , @C .

2. A Ă B.

Exercice # 4. Déterminer les ensembles suivants :

sin´1
p0q ; sin pr0, 1rq ; sin´1

pra, bsq, avec a, b P R.

Exercice # 5. Dans un espace normé, écrire les boules (ouvertes, fermées) comme des images réciproques
de fonctions numériques.

Exercice # 6. Soit pxnqn Ă R une suite. Montrer l’équivalence des propriétés suivantes.

1. pxnqn est bornée.

2. lim supn xn P R et lim infn xn P R.

Exercice # 7. Calculer sup
ně1

xn et lim infn xn, où xn :“ ln
`

n10 e´n
˘

, @n P N˚.

Exercice # 8. Proposer et montrer une formule pour lim inf
n

pAn YBq.

Exercice # 9. Rappelons qu’un nombre réel est rationnel si et seulement si son écriture décimale est pé-
riodique. En utilisant cette propriété, proposer une fonction injective f : QXs0, 1rÑ N2. (Indication :
prendre comme l’une des deux composantes de fpxq la partie périodique de l’écriture décimale.)

Exercice # 10. Montrer que si C est un clan etA1, . . . , An P C , alorsA1 Y . . .YAn P C . De même si on
remplace clan par tribu.

Exercice # 11. Si pAiqiPI est une famille d’ensembles Ai Ă PpXq telle que chaque Ai soit un clan (ou
tribu, ou classe monotone), alorsXiPIAi est un clan (ou tribu, ou classe monotone).

Exercice # 12.
a) Si A Ă B, alors C pA q Ă C pBq, M pA q Ă M pBq et T pA q Ă T pBq.

b) On a C pC pA qq “ C pA q. Propriété analogue pour la classe monotone et la tribu engendrées.

Exercice # 13. Dans cet exercice, nous considérons un espace mesurable pX,T q. Prouver ou réfuter les
assertions suivantes.

a) Une fonction f : X Ñ R qui ne prend qu’un nombre fini de valeurs est étagée.

b) Si f : X Ñ Rn est mesurable, et si g : Rn Ñ R est borélienne étagée, alors g ˝f : X Ñ R est étagée.

c) Si f : X Ñ R est telle que f´1pF q P T pour tout F Ă R fermé, alors f est mesurable.

d) Si f : RÑ R est borélienne et ne s’annule pas, alors 1{f est borélienne.

e) SiA Ă X , alors χA : X Ñ R est mesurable si et seulement siA P T .
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f) La fonction f : RÑ R, fpxq :“

#

x` 1, si x ě 0

´x, si x ă 0
, est borélienne.

g) La fonction f : X Ñ R est mesurable ðñ |f | est mesurable.

Exercice # 14. Soient f : X Ñ R mesurable et g : X Ñ R définie par :

gpxq :“

#

1, si fpxq P Q
0, sinon

.

Montrer que g est mesurable.

Exercice # 15. SoitA Ă X . Alors χA est mesurable si et seulement siA l’est.

Exercice # 16. Prouver ou réfuter les assertions suivantes.

a) SiA P T , alors µpXq “ µpAq ` µpAcq.

b) Si pAnqně0 est une suite décroissante d’éléments de T et µpA2q ă 8, alors

µ pXně0Anq “ lim
n
µpAnq.

c) SiA,B P T et µpAYBq “ µpAq ` µpBq, alorsA etB sont disjoints.

d) Il existe un espace mesuré pX,T , µq tel que tµpAq ; A P T u “ t0, 1, 2u.

e) Il existe un espace mesuré pX,T , µq tel que tµpAq ; A P T u “ t0, 1, 3u.

f) La mesure de comptage sur N est finie, respectivement σ-finie.

g) Soient A une famille qui engendre T et µ1, µ2 deux mesures sur T . On suppose que pour tout A
dans A on a µ1pAq “ µ2pAq. Alors pour tout T dans T on a µ1pT q “ µ2pT q.
Pour cette dernière question : y a-t-il des hypothèses raisonnables à ajouter ou enlever?

Exercice # 17. (Mesure image) Soient pX,T q un espace mesurable et f : X Ñ Rn une fonction me-
surable. Soit µ une mesure sur T . Nous définissons f˚µ : BRn Ñ r0,8s par f˚µpAq :“ µpf´1pAqq,
@A P BRn . Rappelons que f˚µ est une mesure sur BRn . C’est la mesure image de µ par f .

a) Déterminer f˚δa, avec a P X .

b) Soit µ une probabilité surX (donc µpXq “ 1). Nous prenons n “ 1. SiB P T , déterminer pχBq˚µ.

Exercice # 18. Prouver ou réfuter les assertions suivantes.

a) Une partie d’un ensemble négligeable est négligeable.

b) Une union a. p. d. d’ensembles négligeables est négligeable.

c) Une union d’ensembles négligeables est négligeable.

Exercice # 19. Prouver ou réfuter. Une partie d’un ensemble Lebesgue mesurable de Rn est Lebesgue
mesurable.

Exercice # 20. Écrire de manière plus simple la quantité
ż

f lorsque :

a) µ est une mesure de Dirac.

b) µ est la mesure de comptage sur N.

Exercice # 21. Soit pX,T , µq un espace mesuré. Prouver ou réfuter les assertions suivantes.

a) Si f “ χA avecA P T , alors
ż

f “ µpAq.

b) Si f “ aχA ` b χB , avec a, b P R etA,B P T , alors
ż

f “ a µpAq ` b µpBq.
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c) Si f : X Ñ r0,8s est intégrable, alors µpf´1p8qq “ 0.
d) Si f : X Ñ r0,8s est mesurable et satisfait µpf´1p8qq “ 0, alors f est intégrable.

e) Si f : X Ñ r0,8s est mesurable et satisfait
ż

f “ 0, alors f “ 0.

f) Si f : X Ñ r0,8s est mesurable et satisfait
ż

f “ 0, alors f “ 0 µ-p. p.

g) Si f : X Ñ r0,8s est mesurable et satisfait f “ 0 µ-p. p., alors
ż

f “ 0.

h) Le produit de deux fonctions intégrables est intégrable.

Exercice # 22. Dans cet exercice, I désigne un intervalle deR, muni de sa tribu borélienne et de la mesure
de Lebesgue.

a) Soit I :“ s0, 1r. Soit 0 ă α ă 8. À quelle condition la fonction x ÞÑ
1

xα
est-elle intégrable sur I ?

b) Même question avec I :“ r1,8r et I :“ s0,8r.

Exercice # 23.
a) On considère la fonction f : r0, 1s Ñ R définie par

fpxq :“

#

x, si x P Q
x2, si x R Q

.

Montrer que f est Lebesgue intégrable sur r0, 1s et calculer son intégrale.
b) Mêmes questions pour la fonction f : r0, π{2s Ñ R définie par

fpxq :“

#

sinx, si cosx P Q
sin2 x, si cosx R Q

.

Exercice # 24. Soit P une probabilité sur pR,BRq. Pour n P N, soit In :“

ż

R
pcosπtq2n dP ptq.

a) Montrer que In ă 8, @n.
b) Montrer que la suite pInqně0 est décroissante.
c) Déterminer lim

n
In.

Exercice # 25. Nous munissons l’intervalle r0, 1s de sa tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue λ.
Soit pfnqně2 une suite de fonctions définies sur r0, 1s par

fnpxq :“

$

’

&

’

%

n2x, si 0 ĺ x ă 1{n

´n2px´ 2{nq, si 1{n ă x ĺ 2{n

0, sinon
.

a) Tracer le graphique de fn.

b) Calculer et comparer lim inf
n

ż

fn dλ,
ż

lim inf
n

fn dλ, lim sup
n

ż

fn dλ et
ż

lim sup
n

fn dλ.

c) Mêmes questions avec la suite de fonctions pgnqně1 définie par g2p :“ χr0,1{p2pqs, @ p P N˚, g2p`1 :“
χr1{p2p`1q,1s, @ p P N.

Exercice # 26. Soient pX,T , µq un espace mesuré et f : X Ñ r0,8r une fonction mesurable. Posons

Ff ptq :“ µpf´1
pst,8rqq “ µprf ą tsq, @ t ě 0.

Pour traiter les questions suivantes, on pourra commencer par le cas où f est une fonction étagée.
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a) Montrer que Ff est borélienne.

b) Montrer que
ż

X

f dµ “

ż 8

0

Ff ptq dt.

c) Plus généralement, soit Φ : r0,8rÑ r0,8r une fonction croissante de classe C1 avec Φp0q “ 0.

Montrer que
ż

X

Φpfq dµ “

ż 8

0

Φ1ptqFf ptq dt.

Exercice # 27. (L’exercice précédent, vue probabiliste) En théorie des probabilités, µ est une probabilité,
et on travaille plutôt avec la fonction de répartition Gf ptq :“ µprf ĺ tsq, @ t ě 0. « Traduire » l’exercice
précédent en fonction deGf .

Exercice # 28.
a) Écrire l’inégalité de Jensen dans les cas suivants :

(i) I :“ R, Φptq :“ et, @ t P R.

(ii) I :“s0,8r, Φptq :“ ln t, @ t Ps0,8r.

(iii) I :“ R, 1 ĺ p ă 8, Φptq :“ |t|p, @ t P R.

b) Obtenir, à partir de l’inégalité de Jensen appliquée à un espace probabilisé et à une fonction convexe
convenables, l’inégalité

n
n
ÿ

j“1

pajq
2
ě

˜

n
ÿ

j“1

aj

¸2

, @n P N˚, @ a1, . . . an P R.

Exercice # 29. En considérant, sur R, les fonctions fnpxq :“ ´px`nq´, montrer que l’hypothèse fn ě 0
est essentielle pour avoir la conclusion du lemme de Fatou.

Exercice # 30. En considérant, dans R, la suite fn :“ χrn,n`1r, montrer que l’hypothèse de domination
est essentielle pour la validité du théorème de convergence dominée.

Exercice # 31. (Transformée de Laplace) Soit f : r0,8rÑ R une fonction borélienn et bornée. Montrer

que la transformée de Laplace de f , définie par L fpaq :“

ż 8

0

e´axfpxq dx, @ a ą 0, est une fonction

continue sur s0,8r.

Exercice # 32. Soit fpxq :“

ż 1

0

tx´1

1` t
dt, @x P R.

a) Montrer que f est finie si et seulement si x ą 0.

b) Montrer que f est continue sur s0,8r.

c) Calculer fpxq ` fpx` 1q pour x ą 0. En déduire la valeur de lim
xŒ0

x fpxq.

Exercice # 33.
a) Calculer

ÿ

ně0

p´1qn xn, |x| ă 1.

b) Calculer
ÿ

ně1

p´1qn nxn´1, |x| ă 1.

Exercice # 34. Soit f la fonction définie sur R` par fptq :“

ż 8

0

ˆ

sinx

x

˙2

e´tx dx.

a) Montrer que f est continue sur R` et deux fois dérivable sur R˚`.

b) Calculer f2 et les limites à l’infini de f et f 1.

c) En déduire une expression simple de f .

4



Exercice # 35. Pour x ą 0 et t ą 0, soit fpt, xq :“
expp´xq ´ expp´txq

x
.

a) Montrer que pour tout t ą 0, la fonction x ÞÑ fpt, xq est Lebesgue intégrable sur R˚`.

b) Pour t ą 0, soit F ptq :“

ż 8

0

fpt, xq dx.

c) Montrer que F est continue sur s0,8r.
d) Montrer que F est dérivable sur s0,8r.
e) Calculer F 1ptq et en déduire la valeur de F ptq pour tout t ą 0.

Exercice # 36.
a) SiX et Y sont a. p. d., alors PpXq bPpY q “ PpX ˆ Y q.
b) De plus, si µ et ν sont les mesures de comptage surX et Y respectivement, alors µb ν est la mesure

de comptage surX ˆ Y .

Exercice # 37. Prouver ou réfuter les assertions suivantes.
a) T bS “ tAˆB ; A P T , B P S u.
b) BRn bBRm “ BRn`m .
c) Ln bLm “ Ln`m.
d) νn b νm “ νn`m.
e) λn b λm “ λn`m.
f) Soient pX,T , µq et pY,S , νq des espaces mesurés, avecµ et ν σ-finies. SoitE P T bS . Si νpExq “

0 pour (presque) tout x P X , alors µb νpEq “ 0.
g) Si µ et ν sont des mesures σ-finies, alors µb ν est σ-finie.

Exercice # 38.

a) Calculer
ż

r0,1s2
xexy dxdy.

b) Calculer
ż

∆

1

1` x2 ` y2
dxdy, où ∆ :“ tpx, yq P R2 ; 0 ĺ x, y ĺ 1, 0 ă x2 ` y2 ĺ 1u.

Exercice # 39. Calculer l’aire d’un disque.

Exercice # 40. Pour px, yq P R2, soit

fpx, yq :“

$

’

&

’

%

1{px` 1q2, si x ą 0 et x ă y ă 2x

´1{px` 1q2, si x ą 0 et 2x ă y ă 3x

0, sinon
.

a) Montrer que f : R2 Ñ R est borélienne.
b) Montrer que, pour tout y P R, fp¨, yq est Lebesgue intégrable.

c) Soit ϕpyq :“

ż

R
fpx, yq dx, y P R. Montrer que ϕ est Lebesgue intégrable et calculer

ż

R
ϕpyq dy.

d) Montrer que, pour tout x P R, fpx, ¨q est Lebesgue intégrable.

e) Soit ψpxq “
ż

R
fpx, yq dy, x P R. Montrer que ψ est Lebesgue intégrable et calculer

ż

R
ψpxq dx.

f) Qu’en pensez-vous?

Exercice # 41. Soit U la partie de R3 définie par

U :“ tpu, v, wq P R3 ; u ą 0, v ą 0, w ą 0, uv ă 1, uw ă 1, vw ă 1u.
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a) Montrer que U est borélien.
b) Calculer l’intégrale suivante :

I :“

ż

U

u v w dudvdw.

On pourra, après l’avoir justifié, utiliser le changement de variables suivant :

px, y, zq “ Φpu, v, wq :“ p
?
vw,

?
wu,

?
uvq.

Exercice # 42. Soient f, g : X Ñ R mesurables. Montrer les propriétés suivantes.
a) }tf}Lp “ |t| }f}Lp , @ t P R (avec la convention 0 ¨ 8 “ 0).
b) Si f “ g p. p., alors }f ´ g}Lp “ 0 et }f}Lp “ }g}Lp .
c) }f}Lp “ 0 si et seulement si f “ 0 p. p.
d) La définition de }f}L8 est correcte, au sens suivant. Soit A :“ tM P r0,8s ; |fpxq| ĺ M p. p.u.

AlorsA est non vide etA a un plus petit élément,m. Cetm est le plus petit nombreC de r0,8s avec
la propriété |fpxq| ĺ C p. p.

e) }f ` g}Lp ĺ }f}Lp ` }g}Lp pour p “ 1 et p “ 8. (Ici, f, g : X Ñ R.)
Dans les trois exercices suivants, ajouter les hypothèses manquantes et montrer les résultats énon-

cés.

Exercice # 43. Soient 1 ĺ p2, . . . , pk ĺ 8 tels que
řk
j“1 1{pj “ 1. Alors

}f1f2 . . . fk}L1 ĺ }f1}Lp1 }f2}Lp2 . . . }fk}Lpk , @ f1, f2, . . . , fk : X Ñ R.

Exercice # 44. Nous supposons µ finie. Si 1 ĺ p ĺ r ĺ 8, alors }f}Lp ĺ pµpXqq1{p´1{r }f}Lr , @ f .

Exercice # 45. Soient 1 ĺ p0 ă p ă p1 ĺ 8.

a) Montrer qu’il existe un unique θ Ps0, 1r tel que
1

p
“

θ

p0

`
1´ θ

p1

.

b) Montrer que }f}Lp ĺ }f}θLp0 }f}
1´θ
Lp1 , @ f .

Exercice # 46. Soit ρ un noyau régularisant standard. Alors pour tout ε ą 0 :
a) ρεpxq ě 0 si |x| ă ε.
b) ρεpxq “ 0 si |x| ě ε.

c)
ż

ρε “ 1.

Exercice # 47. Développer en série de Fourier la fonction 2π-périodique définie sur s´π, πs par fpxq :“

|x|. En déduire la valeur de
ÿ

ně1

1

n2
et

ÿ

ně1

1

n4
.

Exercice # 48. Soit f : RÑ R la fonction 2π-périodique définie sur s ´ π, πs par fpxq :“ x2.
a) Déterminer Sf et Sfpxq, x P R.

b) En déduire les valeurs des séries
ÿ

ně1

1

n2
,
ÿ

ně1

p´1qn

n2
,
ÿ

ně0

1

p2n` 1q2
,
ÿ

ně1

1

n4
.

Exercice # 49. Soit α Ps0, πr et f : RÑ R la fonction 2π-périodique définie sur s ´ π, πs par

fpxq :“

#

1, si x P r´α, αs
0, sinon

.
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a) Dessiner le graphe f sur r´2π, 2πs.

b) Calculer Sf et Sfpxq, x P R.

c) En déduire la somme de la série
8
ÿ

n“1

sinpnαq2

n2
.

Exercice # 50. Soit f : RÑ R la fonction 2π-périodique, impaire et telle que fpxq “ pπ´xq{2 sur s0, πs.

a) Dessiner le graphe de f sur une période.

b) Calculer Sf et Sfpxq, x P R.

c) En déduire la valeur des sommes suivantes :
ÿ

ně1

sinn

n
et

ÿ

ně1

1

n2
.

Exercice # 51.
a) Soient f P L1pRnq et ε ą 0. Soit fεpxq :“ ε´n fpx{εq, @x P Rn.

(i) Montrer que fε P L1.

(ii) Montrer que fε
Ź

pξq “ pfpε ξq.

(iii) Montrer que |fε
Ź

pξq| ĺ }f}L1 , @ ε ą 0, @ ξ P Rn.

b) Soient f P L1pRnq et h P Rn. Soit τhfpxq :“ fpx´ hq, @x P Rn.

(i) Montrer que τhf P L1.

(ii) Montrer que τhf
Ź

pξq “ e´ıh¨ξ pfpξq, @ ξ P Rn.

c) Soit f P L1pRnq.

(i) Montrer que f P L1.

(ii) Montrer que f
Ź

pξq “ f
Ź

p´ξq, @ ξ P Rn.

d) Soit f P L1pRnq. Soit qfpxq :“ fp´xq, @x P Rn.

(i) Montrer que qf P L1.

(ii) Montrer que p

qfpξq “ pfp´ξq “
q

pfpξq, @ ξ P Rn.

Exercice # 52. Soit f : Rn Ñ R, fpxq :“ e´a|x|, où a ą 0.

a) À partir de la transformée de Fourier de R Q x ÞÑ 1{p1` x2q et de l’identité

1

1` x2
“

ż 8

0

e´p1`x
2q t dt, @x P R,

montrer que

e´r “
1

π1{2

ż 8

0

e´t

t1{2
e´r

2{p4tq dt, @ r ą 0. (1)

b) En utilisant (1) et la transformée de Fourier des fonctions R Q x ÞÑ e´ax
2 , a ą 0, montrer que

pfpξq “ 2nπpn´1q{2Γppn` 1q{2q
a

pa2 ` |ξ|2qpn`1q{2
,

avec Γpxq :“

ż 8

0

tx´1 e´t dt la fonction d’Euler.
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