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Exercices corrigés

Exercice # 1. Déterminer les bornes sup et inf des ensembles ci-dessous :

a) Ay = {cos (ng) ‘n € N};

12 107"
b)AQ::{LO;nEN ;

3n+2
c) As = {(1 + sin (n%)) Inn;ne N*}.
Solution.
a) A = {cos <ng> in € N} = {0,+1,—1}. A est fini, doncsup A; = max A; = +1letinf A; =
min A; = —1.
12 107" 8 —10™" 8—10™" . . .
b) e ——. v, = —— est une suite décroissante. La valeur maximale de v,
3n + 2 3n+ 2 3n + 2
7 8 —10™" .
estdonc vy = —. Deplus, lim,, v, = 0. Doncinf § —————: n € N = 0.Ils’ensuit que sup A, = 4
2 3n + 2
7 1
tinfAy, =4 — - = —.
etin ) 5 5

¢) Ona (1 + sin <4ng>> In(4n) = Inn + In4. Doncsup Az > sup{lnn +1In4; n € N*} = 400, car

In n tend vers +o00. De plus inf A3 = min A3 = 0, car (1 + sin <ng>> In n est positive pour n > 1
etOpourn = 1.

Exercice # 2. Montrer que x,, < y,, Vn > ng = limsup,, x,, < limsup,, yy.

Solution. Nous allons utiliser le fait (énoncé en cours) que

lim sup x,, = max {liin Tn, ; (xn, )i est une sous-suite de (z,,), ayant une limite} ) (D
n

Ici, on autorise les valeurs +oco pour la limite.

Soitdonc (zy,, ), une sous-suite pour laquelle le max est atteint. Quitte a passer encore une fois a une
sous-suite, on peut supposer que (¥, )r a une limite. Comme x,,, < y,, pour tous sauf un nombre fini
de k, on aque

limsup z,, = limz,, <limy,, <limsupy,. [l

Autre solution. Soient X,, := Sup;s,, Tx, Yn := SUDg>,, Yk-
Pour k > n > ng, nous avons z;, < y, < Y, dol, en prenant le sup sur k, X,, < Y,,. Il s’ensuit que

limsupz, = lim X,, <limY,, = limsup y,. ]

Le lemme suivant sera utilisé dans la résolution de I'exercice #3.



Lemme. Soit (z,), une suite de nombres réels et soit (ny); et (my), des suites strictement croissantes
d’entiers telles que

N={ng; ke N}U{my; ¢ € N}
et les deux sous-suites (x,,, )i et (Z,,, ), ont des limites. Alors

limsup z,, = max(li}gn Ty s li%rn T, ), liminf z, = min(liin Ty li£n Ty )-
n n

Enoncé analogue pour un nombre, fini mais arbitraire, de sous-suites.
Avant de procéder a la preuve du lemme, décrivons un

Principe de preuve. Sia et b sont des réels, pour montrer que a < b, il suffit de montrer quea < b + ¢,
Ve > 0. Pour montrer que a > b, il suffit de montrer quea > b —¢,Ve > 0

Lorsque a,b € R U {—oc}, pour montrer que a < b, il suffit de montrer que a < M,V M > b (avec
M € R).

De méme, sia,b € R U {oc}, pour montrer que a > b, il suffit de montrer quea > M,VM < b
(avec M € R).

Démonstration du lemme. Nous allons faire la preuve uniquement pour lim sup et deux sous-suites, les
autres cas étant analogues.

Soit z := max(limy, z,, , lim, x,,,). L'inégalité lim sup,, ,, > z suit de (1) ci-dessus. En particulier, si
z = 00, alors nous avons nécessairement égalité.

Supposons z € RU{—o0}. Pour montrer que lim sup,, z,, < z, considérons (comme dans le principe
de preuve décrit ci-dessus) un réel M tel que M > z, de sorte que M > limy x,, et M > limy x,,,. Par
définition de la limite, il existe ko, ¢y € N satisfaisant x,,, < M,Vk > ko, et x,,,, < M,V { > {y. Soit
Po = max(ng,, My, ). Sip > po, alors soit z,, = x,,, pour un k > ky, soit x, = x,,, pour un ¢ > ¢,. Dans
les deux cas, nous avons z,, < M. Il s’ensuit que

Xn :=supz, < M,Vn > po,

pzn
d’olt
limsupzx, =limX, < M, VM > 2.
n n
Le principe de preuve permet de conclure. O

Exercice # 3. Calculer lim sup,, z,, et lim inf,, x,, pour les suites définies, pour tout n € N, respectivement
par les formules :

a) z, = (n+1)D",

b) z,, := <2 + cos (n%)) QnZ— T

Solution.

a) Considérons les sous-suites x5, = 2n + 1 et 9,41 = 1/(2n + 2). Nous avons lim,, x5, = oo et
lim,, x9, 1 = 0; le lemme implique lim sup,, =,, = oo et lim inf,, x,, = 0.

b) La preuve du lemme s’adapte 3 un nombre fini arbitraire de sous-suites (a la place de deux sous-
suites).
Considérons les sous-suites 24, = (12n)/(8n + 1), 9,11 = 2(2n+1)/(2(2n + 1) + 1) et z4p40 =
(4n+2)/(2(4n +2) + 1). On a que lim,, x4, = 3/2, lim,, x9,+1 = 1 etlim,, 24,12 = 1/2. On conclut
que lim sup,, x,, = 3/2 et lim inf,, x,, = 1/2.



Exercice # 4.

a)

b)

c)

d)

Montrer que x € limsup A, si et seulement si x appartient a une infinité d’ensembles A,,.

Montrer que = € liminf A, si et seulement si il existe un n; (qui peut dépendre de x € X) tel que
z €A, Vn>n.

Pour tout x € X, montrer les égalités
Xlim sup A, (x) = limsup x4, (), Xlim inf A, (x) = liminf x4, ().
Soit (A, )n>n, une suite croissante de parties de X. Montrer que

limsup A,, = liminf A,, = U A,, Yni > nyg.

n>ny

Quel est lanalogue de cette formule pour une suite décroissante ?

Montrer que

limsup A4,, = (limsup As,) U (limsup Asg,11), liminf A,, = (liminf As,) N (liminf Ag, 1) .

Solution.

a)

b)

x € limsup A4, <— xEﬂUAk < Vn:z€ UAk < Vn,dk>n:z€A,.
n k>n k>n
Prenons la négation

x ¢limsup A, <= In, Vk>n : x ¢ A

L’énoncé a droite veut dire qu’il existe n tq, six € Ay, alors k& < n, c.a.d. z appartient au plus a un
nombre fini d’ensembles. Donc x € lim sup A,, veut dire que = appartient a une infinité d’ensembles
Ag.

r € liminf A, <— erﬂAk < dn:zx € ﬂAk < dn,Vk>n:x € A,.

n k>n k>n

c) Justification de la premiere égalité. De a), nous obtenons

XlimsupAn(x) =1 << Vn,dk>n:x€ Ay < Vn,dk>n: xa(r)=1

PN Vn, sup xa,(z) =1 PUN limsup x4, (z) =1 @)
k>n n k>n

<= limsup x4, (z) = 1.

n

Justification de (a) : une fonction caractéristique y 4 ne prend que les valeurs 0 et 1. Donc

supxa,(z) =1 <= Fk>n: xa,(z)=1.
k>n

Justification de (b) : la suite (supys,, X 4, (¢)). décroit et ne prend que les valeurs 0 ou 1. Donc soit elle
ne prend que la valeur 1, et a la limite 1, soit elle prend la valeur 0, et dans ce cas elle tend vers 0.

Finalement, comme les fonctions x1;,,, sup A, €t lim sup,, x 4, ne peuvent prendre que les valeurs 0
ou 1, on déduit de (2) que x;;, sup A, () = limsup,, xa,, (), d’ott le résultat.



Justification de la deuxiéme égalité. De b), nous obtenons

Xlimiann(x)zl < dn,Vk>n:z €A, < In,Vk>n: xa(x)=1

. (e, 1. .
< dn : égg)@k(m)zl S hTILnIgEXAk(x)zl

<= liminf x4, (z) = 1.
La justification de (c) est similaire a celle de (b) : la suite (infy>,, x4, (z)), croit et ne prend que les

valeurs 0 ou 1. Donc soit elle ne prend que la valeur 0, et a la limite 0, soit elle prend la valeur 1, et
dans ce cas elle tend vers 1.

Nous concluons comme pour la premiére égalité.

d) Lasuite (A4, )n>n, étant croissante, nous avons | J,~, Ay = L_Jk>n1 A, Vn > ny, dou

limsup A, = () [JAc= () U 4= 4.

n>ng k>n n>ng k>n1 n>ni

La suite (A,,),>n, étant croissante, nous avons [ ), Ay = A,, dolt

liminf A, = U ﬂAk: U A, = U A,

n>ng k>n n>ng n>ni

Preuves similaires pour les suites décroissantes.

e) Dea), nous avons

x appartient a limsup A,, <= x appartient a3 A,, pour une infinité de n

n

<= x appartient a A, pour une infinité de n pairs ou pour une infinité de n impairs
<= x € limsup Ay, oux € limsup As,11 <= x € limsup Ay, Ulimsup Ag, 1.

Pour la lim inf, procédons par double inclusion.
r €liminfA, = dn,Vk>n:zx €A, = dIn,Vl>n:x € Ayetr € Ayiq

—> 1z € liminf Ay, et x € liminf A,y = = € liminf Ay, Nliminf Ag, ;.
n n n n

Par ailleurs,
x € liminf Ay, Nliminf Ay, ;1 = x € liminf Ay, etz € liminf Ay, 4
n n n n

= dny,ne, Vk>ny : x € AgpetVk >ng 1 x € Aoy O
= V{>n:=max(2n,2n,+ 1) : 2 € Ay = x € liminf A,,.

Exercice # 5. Déterminer la tribu .7 (<7 ) sur R engendrée par &7 := {{n}; n € Z}.

Solution. Etapel Si A C Z,alors A € 7 (). En effet, nous avons A a. p.d. (car A C Z et Z est dénom-
brable). Comme A = U,,c,{n},ils’ensuit que A est une union a. p. d. d’éléments de . (donc d’éléments

de 7 (), dou A € T ().
Etape2.Si A C Ret A° C Z,alors A € 7 (/). En effet, la premiére étape montre que A° € .7 (7). En
utilisant 'axiome ii) d’'une tribu, nous obtenons A = (A°)¢ € .7 ().

Conclusion provisoire. Nous avons

T ={ACR; ACZouA°CZ} C T(H). 3)

4



Le lemme qui suit montre que .7 est une tribu. Par ailleurs, nous avons &/ C 7, car A € &/ —
ACZ = Ae T.
Nous concluons comme suit: de .o C 7, nous déduisons que 7 (/) C 7 (7 ) = 7 (ladernieére

égalité découlant du fait que 7 est une tribu). En comparant cette inclusion a (3), nous obtenons que
T(A)=T. O

Lemme. SoientY C X deux ensembles. Soit
T ={ACX; ACYouA°CY}.
Alors .7 est une tribu.

Démonstration. Etapel.) € T,car) C Y.

Etape2.Si A € 7, alors A° € 7. Nous avons deux cas & examiner.
1. SiACY,alors (A°)°= A CY,etdonc A° € 7.
2. S1 A¢ C Y, alors, clairement A € 7.

Dans tous les cas possibles, si A € .7, alors A € 7.
Etape3.Si (A,) C 7, alors U, A,, € 7. Anouveau, nous avons deux cas a examiner.

1. SiA, CY,Vn,alorsU,A, CY,etdoncU,A, € 7.
2. Silexisteunng € Ntelque A, ¢ Y, alors (A,,,)¢ C Y.l s’ensuit que

(UnA,) = Np(A4,)° C (An)¢ C Y,

etdonc U, A, € 7.

Dans tous les cas possibles, si (4,,) C 7, alors U, A, € 7.
T vérifie donc les axiomes d’'une tribu. O

Exercice # 6. Soit (X, .77) un espace mesurable. Soit (A4,) C .7 une suite d. d. d. telle que X = U, A,,.
Pour chaque n, soit f,, : A, — R une fonction mesurable. Soit f : X — R, f(z) := f.(z)siz € A,.
Montrer que f est mesurable.

fo(z), siz €A,

] . Par définition, la fonction f,, est mesu-
0, sinon

Solution. Posons f, : X — R, fu(z) = {

rable.
Notons I'égalité suivante, vraie pour tout ensemble B C R:

(fa) MB)N Ay = (fa)"H(B) N Ay, V. @)

Soit B € %g. Nous avons (via (4))
F7HB) = Un(fa) "1 (B) = Un ((fa)""(B) N An) = Uy, ((f;)‘l(B) N An) €. )

Pour justifier lappartenance finale, nous invoquons dansordre: (f,) "' (B) € 7 (en utilisant le fait
que f,, est mesurable et le théoréme de caractérisation des fonctions mesurables), puis (f;b) “1(B)NA, €
T (de cequipréceéde, A, € T etlefaitque J est une tribu), d’oty, finalement, U,, ((ﬁ])*l(B) N An> €
7 (de ce qui précede et 'axiome iii) de la tribu).

De (5) et du théoréme de caractérisation des fonctions mesurables, f est mesurable. O



Exercice # 7. Soit f : X — R mesurable. Pour 0 < M < o0, soit

f(x), silf(z)| <M
fulz) =< M, sif(x)>M
—M, sif(z)<-M

Montrer que f est mesurable si et seulement si fj; est mesurable, V M > 0.

t, sift| < M
Solution. « = »Soitgy : R — R, gy (t) := < M, sit > M . Alors g,/ est continue. Il s’ensuit
M, sit<-—-M

que far = g o f est mesurable (composée d’'une fonction continue et d’'une fonction mesurable).

« <= »8in > |f(z)], alors f,,(z) = f(z). Il Sensuit que lim,, f,,(x) = f(x). Chaque f, étant mesu-
rable, f 'est également (comme limite — simple — de fonctions mesurables). O

Exercice # 8. Soit (X,.7) un espace mesurable. Si f : X — R” est mesurableet g : R" — Rest
borélienne étagée, montrer que g o f est étagée.

Solution. Soienta; € RetA; € Brn,j=1,... k telsqueg = Zk

=1 @j X4, Alors

K k
gof=> ajxaof = ajxsa,. (6)
j=1 j=1

Comme f : X — R" est mesurable et A; € Pgn, nous avons f~'(A4;) € 7,V  (théoréme-
définition des fonctions mesurables a valeurs dans R™). De (6), nous obtenons que g o f est étagée. []

Exercice # 9. Soit ¢ un clan sur X. Soit Y C X.Soit %y := {ANY ;Y C X}. Montrer que %y est un
clansurY.

Solution. Etapel.() € €y, car() =0 NY et) € € (axiome i) du clan).
Etape2.Si B € 6y, alorsY \ B € €y. En effet, soit A € € telque B = ANY. Alors

Y\B=YNB =YNAUY)=(YNA)UY NY)=ANY € G,

car A¢ € ¥ (axiome ii) du clan).

Etape3.Si By, By € 6y, alors By U By € %y. En effet, soient A;, Ay € € tels que B, =A;,nY,j=1,2.
Alors

BiUBy,=(AiNY)U (A NY)=(A1UA)NY € Cy,

car A; U Ay € € (axiome iii) du clan).
Il s’ensuit que 6y vérifie les axiomes du clan sur Y. O

Exercice # 10. Soit (X,,),,>1 une suite de parties de X. Montrer que Uj_, X; /U, X,,.

Solution. Nous avons clairement U}_, X; . Posons Y := U, U}_, X}, de sorte que Uj_, X; Y. Nous
montrons par double inclusion que Y = U, X,.

Etape 1. Nous avons Y C U, X,,. En effet, pour chaque n, Ui, X C U X, dot U, UG X C U X =
Un Xy

Etape 2. Nous avons U, X,, C Y. En effet, nous avons X,, C Ui, X5, Vi, dou U, X, C U, ULy X =
Y. O



Exercice # 11.

a) Montrer que la fonction

sin
et —1

f:0,00[—= R, f(x):= , Va >0,

est Lebesgue intégrable sur |0, oo|.

.

oo
b) Montrer que pour tout > 0 nous avons f(z) = Z e "sinx.
n=1

* sinx 1
En dédui dr = .
c) En eulreque/0 ] x Zn2+1

n=1
Solution. Préliminaire. Notons le calcul suivant d'intégrale généralisée :

& 1 0o 1
/ e dr=—=[e*]" == VaeCtelque Rear > 0. )
0 (e

1% —0o0
a) f étant continue, il suffit de montrer que l'intégrale généralisée de f est absolument convergente
(proposition 6.43 b)).

| sin x| . . . Lo
L o+ 1. Le critere de Riemann combiné avec le théoréeme

1
Etude de/ | ()| dz. Nous avons —
0 e -

des équivalents donne la convergence de 'intégrale.

Etualede/ | f(x)| dx. Nous avons
1

@) < -~

et —1 er’

o0
La convergence del'intégrale généralisée / e~ " dz (quivaut 1—e ') combinée avecle théoréme des
1

dz.

dzx, puis celle de / [sinz]

o
équivalents donne d’abord la convergence de l'intégrale / P
1 1 e” —

-1
> | sin z|

En combinant les deux études, nous obtenons la convergence de / dx.

g €e*—1
Autre approche. En utilisant la majoration |sin z| < |z|, V2 € R, la monotonie des intégrales généra-
lisées, une intégration par parties et (7), nous obtenons

/|Sinxex|d:1:§/ :Be_xda::—[$e_$]go+/ e "dr=1<oc.
0 0 0

b) Comme |e™*| =e™* < 1,Vz > 0, nous avons

]_ 1 1 —x —z\n —Tr—nx —nx
em—lzgl—e—”’:e Z(e ) :Ze :Ze ’

n>0 n>0 n>1

d’ott la conclusion, en multipliant ce qui précede par sin .

¢) De (7), nous obtenons

/ e P sin(vyz) do = 21 e B 7" — 7] dx
0 12 0 1 1 v (8)
o o - ? \V/ € 07 ’ v S R 0 .
2 [ﬂ—w B—l—w} B2 + ~2 B €]0,00[, ¥y \ {0}

7



Il s’ensuit de (8) que

* 1
/ e " sinzdr = — , Vn e N
0 n +1

et donc (au vu de la question b)) I'identité a montrer revient a

/ Z e "™ sinxdr = Z/ e " sinxdx. 9)
0 0

n>1 n>1
Nous présentons deux preuves de (9), 'une utilisant le théoréme de convergence dominée (théoreme
7.2), lautre le théoréme 7.22 .

Preuve de (9) via le théoreme de convergence dominée. Par linéarité des intégrales généralisées, nous obte-
nons

oo o oo
/ Ze_”x sinz dx — Z/ e " sinxdr = / Z e " sinxdr
0 n>1 n<N 70 0 >N
oo
—/ fn(z) dx,
0

1 1
L —nr _: _ _—Nz : _
In(z) = g e sing = e r—o smx——e(N_l)xf(x), VN >1,Vz>0.

n>N

La majoration |fy(z)| < |f(x)|, VN > 1,Vz > 0, montre que I'intégrale généralisée de fy est ab-

solument convergente, et donc coincide avec | fv| dv1 (proposition 6.43 b)). De ce qui précéde,
10,00]
nous devons montrer que

lim | fv| dvn = 0.
N 10,00
Ceci s’'obtient par convergence dominée (théoreme 7.2), en notant que :
* Az > 0fixé, fy(r) = 0;

* Nous avons la majoration | fy (z)| < |f(z)|, VN > 1,V > 0, et | f| est v4-intégrable (question
a)).

Preuve de (9) via le théoréme 7.22. Nous devons montrer que Z / |fu| dvn < oo. En utilisant la pro-
n>1 YR

position 6.43 b), la majoration |sinz| < |z|, V2 € R, la monotonie des intégrales généralisées, une

intégration par parties, 'identité (7) et le critére de Riemann pour les séries, nous obtenons

Z/|fn|dl/1:z/oo _nx||SinfE|dx§Z/ooxe_nxdx
R 0 ;

e
n>1 n>1 n>1
1 0o 1 [ 1 [
= ——lre ™| T 4 — e "dry = — e "dr
Ul a0
n>1 n>1
1
n
n>1

T

o . 2
Exercice # 12. Soit f la fonction définie sur R, par f(¢) := / (sm x) e " dz.
0

8



a) Montrer que f est continue sur R et deux fois dérivable sur R7 .
b) Calculer f” etles limites a I'infini de f et f’.

¢) En déduire une expression simple de f.

Solution.

a) Etapel. f est continue. L'intégrande (en x) étant continue et positive, nous avons (proposition 6.43 a))

sinz 2
f(t):/]o [< ) e " dy(x), Vt > 0.

X

Pour vérifier la continuité de f, nous appliquons le théoréme 7.12 a la fonction

sinx

k(x,t) == ( )Zem, YV €]0, 00, Vit € [0, 00[.

Xz

* Atfixé, v — k(x,t) est (clairement) continue, donc borélienne.
* Az fixé, t — k(x,t) est (clairement) continue.

* Nous avons

: 2
SIn x
|k(x,t)] < ( ) = g(z), Y €]0,00], Vt € [0, 00].
x
* La majorante g est continue, donc borélienne, et (preuve plus bas) intégrable.
De ce qui précede et du théoreme 7.12, f est continue sur [0, co].

Il reste a vérifier que g est intégrable. La proposition 6.43 a) montre qu’il suffit de vérifier que l'inté-
o0

grale généralisée / g(x) dx est finie.
0
1

Etude de / g(x) dx. Nous avons g(x) ~o 1. Le critére de Riemann combiné avec le théoreme des

0
équivalents donne la convergence de I'intégrale.

o
, 1 R . o . s
Etude de / g(w) dz. Nous avons g(x) < —;. Le critere de Riemann combiné avec le critere de com-
1 €T

paraison donne la convergence de l'intégrale.

o
En combinant les deux études, nous obtenons la convergence de / g(x) du.
0

Etape 2. f € C*. Nous appliquons le théoréme 7.18.
* Atfixé, v+ k(x,t) est intégrable (ceci suit de I'étape 1).
* Az fixé, t — k(x,t) est (clairement) de classe C.

x Soit [a, b] C]0, oo un intervalle compact arbitraire (ce qui correspond a considérer une boule
fermée arbitraire dans |0, o). Si x €]0,00[ et t € [a,b], nous avons (en utilisant le fait que
t > aetlinégalité |sinz| < |z|,Vx € R):

-2
sin“xr .

——e

: 2
sm x| _,.

|0k (z,t)| = e

x
<ze ®:=h(z), Va >0,VtE |a,b.
La majorante h est continue, donc borélienne. Par ailleurs, elle est Lebesgue intégrable. En effet,
[o¢]
son intégrabilité revient (proposition 6.43 a)) a / h(z) dx < oo, ce qui suit de la solution de
0

la question a) de I'exercice 11.



De ce qui précéde et du théoréme 7.18, f est de classe C'' sur |0, oo] et (en utilisant également le fait
que, de ce qui précede, J;(x, t) est intégrable en x et la proposition 6.43 b)) :

00 1.2
F(t) = / Ouk(x,t) din(z) = — / ST o—te gy (10)
10,00[ 0

Etape 3. f € C?. Nous appliquons le théoréme 7.18 2 f/, donnée par (10).
* At fixé, v — O;h(z,t) est intégrable (ceci suit de I'étape 2).
* Az fixé, t > 0,k(z,t) est (clairement) de classe C"*.

* Soit [a, b] C|0, co[ un intervalle compact arbitraire. Nous avons
10,0,k (z,1))| = |sin®z e ™| < f(x) := e, Yz €]0,00[,Vt € [a,b].

¢ étant intégrable (voir 'exercice 11), il s’ensuit, de ce qui préceéde, du théoréme 7.18 et de la
proposition 6.43 b), que f € C?(]0, oo et

0,00 0

b) Etapel. Calcul de f”. En utilisant la formule

_ 2 _
.y e _ oW 622w+6 2w:_2
smr=\————— = —
4

et (7), nous obtenons

f,,<t)__1 1 N 12 11t a
o4\ t—2 t+2 4 2\t 2+4]

Etape 2. Calcul de tlim f@@). Soit (t,) C [0, 00| telle que ¢,, — 0. Soit f,(x) := k(x,t,),Vz > 0,de

sorte que f(t,) = fndin.
]0,00]

« Nous avons f,(x) — 0,Vx > 0.
« Nous avons | f,,| < g, avec g la majorante de la question a), qui est intégrable.

De ce qui précede et du théoréeme de convergence dominée 7.2, nous avons

lim f(¢,) = lim fndv = / 0dvy, = 0.
" ]7700[

" J10,00]
La suite t,, — oo étant arbitraire, nous obtenons que lim f(¢) = 0.
t—00

Etape 3. Calcul de tlim f'(t). Raisonnement similaire a celui de I'étape 2. Le seul changement vient de
—00

la majoration. Soit (¢,,) C|0, oo| telle que ¢,, — cc. Le lemme ci-dessous montre qu’il existe a > 0 tel
que t, > a, V¥ n. Nous avons alors la majoration
sin’ x

|0k (z, t,)| = et <ge ™ Va >0, Vn.
x

La majorante étant intégrable (exercice 11), nous obtenons, comme dans I'étape 2, que lim f'(¢) = 0.
t—o0

10



c) Etapel. Calcul de f'. De la formule de f”, nous obtenons que

t2
R

1

f'(t) = 5{m—%m(t?+4)}+()= %1

+C, Vit >0, (12)

avec C' € R une constante a déterminer. En faisant ¢t — oo dans (12) et en utilisant la question
précédente, nous obtenons C' = 0.

Etape 3. Calcul de f. En intégrant (12), nous obtenons, par intégration par parties :

1 1
/f’(t)dt:/{?nt—Zln(t2+4)} dt
1 1 1 1 12
= —tlnt—= [ dt—=tIn(t>+4)+ = dt
ot 2/ 4n(+>+2/t2+4

1 11 1 4
=—tlnt——~t—~tIn(t*+4)+ = 1 - dt
pf It =gt =gt )+2/{ t2+4}

1 1
= Et Int — Zt In(t? + 4) — arctan(t/2) + D

1 4
= _Zt In <1 + t_2) — arctan(t/2) + D,

d’ ot

ft) = —it In (1 + %) — arctan(t/2) + D, (13)

avec une constante D € R a déterminer.
En utilisant le fait que

4 4

et la question b), nous obtenons, en faisant ¢t — oo dans (13), que D = 7/2, d’ott

1 4 s
f(t) = _Zt In (1 + t_2> — arctan(t/2) + §,Vt > 0. (14)

Il reste a déterminer f(0). En utilisant la continuité de f sur [0, oo[ (question a)) et en faisantt — 0+
dans (14), nous obtenons

f(0) = lim {—%t In (1 + ;12) — arctan(t/2) + g}

t—0+

1
= I 2 lim (4/2)2In(1 + 2) = g

2 Z—>00

par croissances comparées.
Au passage, nous avons obtenu la formule de Fresnel

00 . 2
[ (Y wes .
0 x 2

Lemme. Soit (t,),>0 une suite de nombre réels telle que ¢,, — oc. Alors (¢,,),,>0 @ un plus petit terme.

Démonstration. Soit M > t,. Il existe ng > Otelquet,, > M,V n > ng.Sia := min{ty, ..., t,,_1}, alors
ilexisteun k € {0,...,no — 1} tel que a = t;. Par construction, t;, < t;,j =0,...,no — 1. Parailleurs,
a=1t, <ty< M <t,Vn > ngllsensuit que ¢, estle plus petit terme de la suite. O
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Exercice # 13. (Fonction Gamma d’Euler)

a)

b)
c)

d)

Montrer que, pour tout = > 0, Fapplication ¢ — t*~'e~" est Lebesgue intégrable sur R .

Pour z > 0, soit I'(z) := / t"te~" dt; T est la fonction Gamma d’Euler.
0

Montrer que I" est continue sur RY .
Montrer que I" est de classe C* sur R7..

Montrer que I" est strictement convexe.

Solution.

a)

b)

c)

o0
Enutilisantla proposition 6.43 a), il suffit de montrer que I'intégrale généralisée / t*~t e~ dt converge.
0

1
Etude de / t*~1e~" dt. Nous avons t* L et dt ~q, t"L. Le critére de Riemann combiné avec I'hy-

0
pothése = > 0 et le théoréme des équivalents donne la convergence de l'intégrale.
oo
Etude de / t*~1 e~" dt. Par croissances comparées, nous avons t* ! e~ = o(1/t?) quand t — oo.
1
Le critere de Riemann combiné avec le critere de comparaison donne la convergence de l'intégrale.

o0
En combinant les deux études, nous obtenons la convergence de / t*~t 7" dz. En utilisant la pro-
0

position 6.43 a) (ou b)), nous obtenons que
['(x) = / t" et dt = / t"te tdyy(t), Vo > 0.
0 10,00(

Nous appliquons le théoréme 7.14. Soit
flt,x) :==t""1e™" Vt €]0,00[, Vz €]0,00[.

x Az fixé, t — t*~!'e ! est continue, donc borélienne.
x Atfixé, x — t* 1 et est continue.

* Soit [a, b] C]0, co[ un intervalle compact. Nous avons

ol e si0<t <1
[t te | < {tb_l ot st = g(t), YVt €]0,00[, Va € [a,b].

La majorante g est borélienne (exercice 32 c), feuille 2). Nous avons (proposition 6.35 b) et proposition
6.43 2))

1 00
/ gdiy :/ gdu1+/ gduy :/ g(t) dt+/ g(t) dt.
10,00] 10,1] 11,00 0 1

L’étude de la question a) montre que les deux intégrales généralisées ci-dessus sont finies, et donc g
est Lebesgue intégrable.

Ce qui précede et le théoréme 7.14 impliquent la continuité de I'.

Nous utilisons le corollaire 7.19.
* Axfixé, t — t*~ e~ est intégrable (ceci suit de 'étude faite au point b)).
x« Atfixé, z — t* Letest C.
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* Soit [a, b] C]0,00[. Sik € N* etz € [a,b], alors

f(t,x)

‘ k

da*

= |(Int)F >t
|(Int)

l tktafl —t 3 t<1
S{| n | e, s10<t< — h(t),‘V’t 6]0)0@[,\#1‘6[&,[)].

(Int)ktb=te™t sit>1

h est borélienne (voir la question b)) et nous montrons plus bas que h est intégrable. Le corollaire
k

d
7.19 donne que I' € C>(]0, o0o[) et (en utilisant le fait que, de ce qui précede, ¢ ’d—f(t, x)| est
T

k

intégrable, et la proposition 6.43 b))

™ (z) = / (Int)*t* et duy (t) = / (Int)s ¢t te tdt, Vo > 0,VEk € N,
]0,00] 0

Pour établir I'intégrabilité de h, nous raisonnons comme pour la question c), en se ramenant a la

1 00
finitude des intégrales généralisées / |Int|F "=t e " dt et / (Int)* ==t e~ dt.
0 1

1

Etudede [ |Int|"t*~'e~"dt. Nous avons |Int|* "' et dt ~y, |Int|Ft*~!. Le critére de Bertrand
0

combiné avec I'hypothese z > 0 et le théoréme des équivalents donne la convergence de I'intégrale.

Etude de / (Int)*#*~1 e~* dt. Par croissances comparées, nous avons (Int)¥t*~le~t = o(1/t?)
1

quand t — oo. Le critére de Riemann combiné avec le critére de comparaison donne la convergence
de l'intégrale.

d) De la question c), nous avons
I (z) = / ()2 e~ dun (8),
10,00]

de sorte que, clairement, I'’(z) > 0, Vx > 0. Montrons que I'”(x) > 0,Vx > 0 (ce qui permet de
conclure). Preuve par I'absurde : sinon, il existe un = > 0 tel que I'(z) = 0. La proposition 6.33 a)
implique (Int)? ¢! e~* = 0 vy-p. p. sur |0, oo[. Dot

vi({t >0; (Int)*t* et #£0}) =0,

ou encore 4 (|0, 1{U]1, oo[) = 0, contradiction qui achéve la preuve. O

Dexp(—2%(1 +t2))

142 dt.

T 2
Exercice #14. Pour z > 0, nous posons F'(x) := </ exp(—t?) dt) etG(z) := /
0 0

a) (i) Montrer que F et GG sont de classe C! sur R,
(i) Calculer F'(z) + G'(x) pour x > 0.

b) En déduirelavaleurde I = / exp(—t?) dt.
0

Solution.

a) (i) Le théoréme de Leibniz-Newton donne que l'intégrale qui apparait dans F est de classe C' en
z, et donc F' I'est également.

Nous étudions G, qui est une intégrale a parametre z :

1 2 2 2 2
G(2) :/ exp(—x (12—1—t ) gt :/ exp(—x (12+t ) gt

13



par égalité des intégrales de Riemann et Lebesgue pour des fonctions continues sur un inter-
valle compact.

En notant f(¢, x) l'intégrande dans G, nous avons que : t — f(¢, x) est continue, donc boré-
lienne, x — f(t,x) est continue, et la majoration |f(¢,z)| < 1. Comme 1 est intégrable sur
[0, 1], nous obtenons la continuité de G.

Par ailleurs, z — %f(t, z) = —2x exp(—z*(1+1%)) est continue. Siz € [a,b] C [0, oc], alors

| — 2 exp(—2*(1 + 1?))] < 2b,

et 2 est intégrable. Il s’ensuit que G € C'.

(i) De ce qui précede et le théoreme de Leibniz-Newton, nous avons
F'(z) = 2exp(—x2)/ exp(—t?) dt,
0
1
G'(z) = —290/ exp(—2*(1 + %)) dt = —Qx/ exp(—2*(1 4+ t?)) dt,
0 [0,1]

anouveau par égalité des intégrales de Lebesgue et Riemann.

Pour z = 0, nous avons F’(0) + G’(0) = 0. Pour z > 0, nous obtenons, par le changement de
variable ¢ = 7/z (dans une intégrale de Riemann) :

F'(z) + G'(z) = 2exp(—2?) /Oz exp(—t*) dt — Qx/o exp(—2?(1 + %)) dt
= 2exp(—a?) /Ox exp(—t?) dt — 2z exp(—:c2)/0 exp(—x*t?) dt
= 2exp(—2?) /Ox exp(—t*) dt — 2exp(—a?) /090 exp(—7?) dr = 0.

b) Par définition de l'intégrale généralisée, nous avons

I? = lim F(z) 2 lim (F(0) + G(0) — G(x)) = /01

T—r00 T—00

R

e T o
= [arctant}o — mh_)lgo G(x) = yi J}gl;o G(x);
pour (a), nous utilisons le fait, qui découle de la question précédente, que = — F(z) + G(z) est
constante.

Pour conclure, nous allons montrer que la derniére limite vaut 0; ce qui donne I? = 7/4 et donc
(comme [ > 0), [ = /m/2. Une fagon de procéder consiste a appliquer le théoréme de convergence
dominée. Plus simplement, nous avons

o - e 1+ 1)

< T <exp(—2?), Vo >0,Vte[0,1],

et donc
1
0<G(z) < / exp(—a?) dt = exp(—2?),
0
d’ott la conclusion, par encadrement. O
Exercice #15. Soit D := {(z,y) e R?; 2 > 0,y > 0,2 +y < 1}.
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a) Déterminer D, et DY,V x,y € R.

b) Montrer que D est borélien.

c) Calculer l'aire de D.

d)

Calculer/ (z° + y?) dzdy.
D

Solution.

a)

b)

c)

d)

Six < 0,alors D, = (). Les contraintes > O etz + y < 1 impliquent x < 1, et doncsiz > 1, alors
D, = (.Enfin,si0 < x < 1, alors

D,={y;y>0etzx+y<1}=[0,1—2]
0, siy <Oouy > 1
0,1—y], si0<y<1 '

Nousavons D = f~*([0,00[)Ng~ ([0, 00[)N A~ (] =00, 1]), 0lt f(2,y) := =, g(x,y) ==y, h(z,y) :=
r+y,V(z,y) € R2 f, g, hétant continues, il sensuit que D est fermé, donc borélien.

De méme, DY = {

Nous devons calculer v, (D). Nous avons v, = vy ® 14, avec v o-finie. En utilisant la définition de
la mesure produit, nous avons que x +— 14 (D,) est borélienne et positive (et a donc une intégrale de
Lebesgue) et

VQ(D):/Ryl(px)dx:/Rx[o,l](x)yl([m—x])da:@/[01](1—3:)61.75@/0 (1—2)do
~ -2 0=

(a) Nous utilisons les faits que z — v;(D,) a une intégrale et que [0, 1] est mesurable (car intervalle,
donc borélien).

(b) Car I'intégrale de Lebesgue d’'une fonction continue sur un intervalle compact coincide avec son
intégrale de Riemann.

La fonction (z,y) + x? + y? est continue, donc borélienne, et positive. Elle a donc une intégrale.
Par ailleurs, D est borélien. Le théoréme de Tonelli appliqué a la mesure v» = 14 ® vy donne que

T / xp(7,y) (% + y*) dy est borélienne et positive, et
R

[ sty = [ ot @+ sty = [ ([ olea @+ iay ) da

~ [ o) ([ xote) @+ 2 ) o

@ /{071] (/R xp(z,y) (= +y2)dy> da

= /[,u (/R xp, () (= +y2)dy) dx

® /[0 ) ( /{0 M}(x%y?)dy) e © /{0 ) ( / @ +y2>dy) e

:/ [x2y+y3/3}zié_m dmz/ (1/3 — x + 22% — 42°/3) dx
[0 [0,1]

N2

:/(1/3—x+2:c2—4x3/3)dx: (/3 —2/2+22%/3 — 2" /3]

=1
x=0
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Pour (a), nous utilisons la mesurabilité de [0, 1] et le fait que z / xo(z,y)2* + y*) dy a une
R

intégrale.

Pour (b), nous utilisons le fait que D, est borélien (car intervalle) et le fait que y — 2z + y? a une
intégrale (fonction borélienne positive).

(c) et (d) relevent du fait que I'intégrale de Lebesgue d’une fonction continue sur un intervalle compact
coincide avec son intégrale de Riemann. O

Exercice # 16. En calculant de deux fagons différentes I'intégrale

o0 1
I ::/ (/ e " sin(2zy) dy) dz,
0 0

.2
_, sin“x

dz.

déterminer la valeur de / e "
0
Solution. Soit A :=]0, 00[x [0, 1], qui est un borélien (car produit d’intervalles, donc produit de boré-
liens). Soit f(z,y) := e “sin(2zy), V (z,y) € A, qui est continue, donc borélienne.
Pour pouvoir appliquer le théoréme de Fubini dans A par rapport a la mesure v, = 11 ® vy, il suffit
de vérifier que f est intégrable. En utilisant la majoration |f(z,y)| < g(z,y) == e ", V(z,y) € A le
fait que g est borélienne (car continue) et le théoreme de Tonelli, nous obtenons

(a)
/If(w,y)ld:vdy < /g(fv,y) d:vdy@/ (/ e‘””dy> dzv:/ e dr
A A 10,00 [0,1] 10,00]

© /00 e Tdr = [—e_ﬂxzoo =1<o0
0 =0 ’
et donc f est intégrable. Pour (a), nous utilisons le fait que | f| et g sont mesurables positives (donc ont
une intégrale); pour (b), le théoréme de Tonelli local; pour (¢) le fait que I'intégrale de Lebesgue d’'une
fonction continue positive sur un intervalle coincide avec son intégrale généralisée.
Nous avons d’une part, en interprétant I'intégrale en y comme intégrale de Riemann (ou de Lebesgue
sur [0, 1] —les deux sont égales pour une fonction continue) :

o) 2 y=1 1 oo 1 — 2 S in2
[ / {_M] o — L / el cosr) o / ST o (a),
0 0 0

2z =0 2 T x

Dans (a), 'intégrale est considérée comme généralisée (elle coincide avec celle de Lebesgue, I'inté-
grande étant continue et positive sur I'intervalle d’'intégration).
Par ailleurs, nous avons

a 1
I/ (_—) / (/ et SlH<2ZL‘y) dl‘) dy _ (/ e (62zzy o e—Qchy) d[)’}) dy
0,11 \J]0,00[ 20 Jio,1) \Jjo,00[
_ ! ( / (=020 _ o=(+2)0) dw) iy @1 ( L ) dy
21 J10,1) \J)o,00[ 2t Joy \1—2wy 1+2y

2y (c)/l 2y 1 o1 Inb
= dy = dy == [In(1 +4 ="
/[0,1}1+4yz V= Trap g 0wl =T

ce qui donne

o in? In5
/ e_msm xdx:n—.
0

x 4
L'égalité (a) découle du théoreme de Fubini local; (b) du fait que, sia € Cet Rea > 0, alors I'inté-
o 1
grale (de Lebesgue ou généralisée) / e” " dx existe et vaut —; (¢) découle de 'égalité de I'intégrale de
0 a

Lebesgue et celle de Riemann pour une fonction continue sur un intervalle compact. O
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Exercice #17.Soit B := {(z,y, z) € R3; 22+y*+2? < 1}. Pour quellesvaleursde a, b, c € R avons-nous
I finie, ou

I ::/ |z |y|Pt (2] dadydz ?
B

Obtenir la réponse
a) Par utilisation du théoréme de Tonelli.

b) En utilisant les coordonnées sphériques.

Solution.

a) Lintégrande f(z,y, z) = |z|* ! |y[>~!|2|°"! est continue sur B \ {0}, donc borélienne, et positive.
Par ailleurs, B est un borélien. Il s’ensuit que [ existe. En utilisant la positivité de f et l'inclusion de
boréliens | — 1/v/3,1/v3[*c B c] — 1, 1%, nous obtenons que .J < I < K, ot

J ::/ 2| y|P 7t 2| dadydz, K ::/ 2| |y [Pt 2] dadydz.
1-1/V3,1/V3] —L1P

Le théoréme de Tonelli local appliqué a v5 et f sur] — 1, 1[> donne

K= |93|“_1d3:/ y|~! dy/ 2|t dz
1-1,1] 1-1,1] 1-1,1]

1 1
(a) a— — c— a— c—
=/ 2 1d:c/ |y|“dy/ 2ot gz @ /|| 1dx/ |y|“dy/ 12 d.
-1 -1

Ici, (a) découle de I'égalité de I'intégrale de Lebesgue et de I'intégrale généralisée pour des fonctions
continues positives sur un intervalle, et (b) de la parité des intégrandes.

Le critere de Riemann donne : K est finie si et seulementsia > 0,b > 0, ¢ > 0. De méme pour J.
En utilisant I'inégalité J < I < K, nous obtenons

I finte — Jfinie =— a>0,0>0,¢c>0 = K finie = [ finie

et donc I est finie si et seulementa > 0,0 > 0, ¢ > 0.

b) En utilisant les coordonnées sphériques, et en notant que (z,y,2) € B <= r € [0,1], nous
obtenons

I= / xa(z,y, 2) |IE|a_1 |y|b_1 |Z|C_1 dxdydz

/ Xo.1[(r) T (cos )T sin | [ cos 027! | sin 0" drdpdd
[0,00]x[—7/2,7/2]x[0,27]

@ / Pl (cos )L sin |7t | cos 0] | sin 0| drdpdd
[0,1[x[—7/2,m/2]x[0,27]

=

:/ pathtes 1dr/ |(cosgo)“+b_1\sing0|c_1dgp/ cos 0|*! |sin 0>~ df
i [—m/2,7/2] [0,27]

[07

© patbte=l dr/ (cos @)~ sin |“? d(p/ |cos 6" |sin 6>t db
[ |—m/2,7/2] 10,27

O

/2 27
@ / abte=d dr/ (cos @)~ sin [*? dcp/ | cos )%~ | sin ]~ db.
0 0

—7/2

Ici, (a) découle de la définition de I'intégrale sur un ensemble mesurable, (b) du théoréme de Tonelli
local pour la mesure v3 = v @1y @4, (¢) du fait que les points sont Lebesgue négligeables dans R, (d)
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de I'égalité de I'intégrale de Lebesgue et de I'intégrale généralisée pour des fonctions continues sauf
en un nombre fini de points et positives sur un intervalle. (Il convient de comprendre la derniere
intégrale comme la somme d’intégrales généralisées de fonctions continues positives sur |0, 7/2],
|7/2, x|, |7, 37 /2],137/2, 27].)

Notons que les trois intégrales généralisées de la derniere ligne sont strictement positives, car inté-
grales généralisées de fonctions continues et strictement positives, sauf en un nombre fini de points.
Il s’ensuit que [ est finie si et seulement si chacune de ces intégrales l'est.

1
Nous avons / rotttel gy <« oo <= a+ b+ ¢ > 0 (critére de Riemann).
0
Par ailleurs,
w/2 (a) w/2
/ / (cos )™ sin | dyp = 2 / (cos @)™ (sinp) ™ dyp;
—/2 0

(a) découle de la parité de I'intégrande.
Comme (cos ©)* 0 (sin )™t ~g, 71, lethéoréme des équivalents et le critére de Riemann donne

/4
que / (cos )™~ (sin ¢)“* dy converge si et seulement si ¢ > 0. Par ailleurs,
0

w/2 /4
/ (cos <,0)“+b_1(sin )ty @ / (cos(m/2 — t))“+b_1(sin(7r/2 — 75))0_1 dt
w/4 0

w/4
= / (sint)* = (cost)* ! dt,
0

et donc, comme ci-dessus, cette intégrale est finie si et seulement si a+b > 0. (Pour obtenir (a), nous
utilisons le changement de variables (dans une intégrale généralisée) p = w/2 — t.)

Il s’ensuit que la deuxieme intégrale généralisée converge si et seulement sic > Oeta + b > 0.
Enfin, en utilisant la 27-périodicité et la positivité de 'intégrande, nous obtenons

2m ™
/ |cos 6" |sin 6>t db :/ |cos 6"t |sinf[** db
0

—T

@2/ |cosf]* ! |sin 6>t db
0

w/2 ™
:2/ | cos §]* ! | sing|"~! d9—|—2/ |cosf]*! |sin @[>t db
0 /2

®) w/2
:2/ | cos 6% | sin6|°~* db
0
w/2
+ 2/ | cos(m — t)|** | sin(m — t)|* L dt
0

w/2 /2
:2/ | cos O]** |sin9|b_1d9+2/ |cost|* ™! |sint|"~! dt,
0 0

et donc, d’apres I'étude de l'intégrale précédente, la troisieme intégrale généralisée est finie si et
seulement sib > Oeta > 0. (Pour (a), nous utilisons la parité et, pour (b), nous faisons le chan-
gement de variables§ = w — t.)

Finalement, I est finie si et seulementsia > 0,b > Oetc > 0. O

Exercice # 18. Soit f € .Z'(R). Montrer I'égalité

/R Fa)do = /R o —1/a) do.
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Solution. 1l suffit de montrer I'égalité pour des fonctions Lebesgue mesurables et positives, puis de re-
trancher les égalités obtenues pour f, et f_.Soient ¥, :|—o00,0[— R, ¥y :]0, c0[— R, ¥y () := z—1/z,
Vo <0,Vy(x):=x—1/x,Vx > 0.Les tableaux de variations de ces fonctions montrent qu'elles sont
bijectives. Par ailleurs, elles sont de classe C'! et de dérivée > 0, donc des C*-difféomorphismes.
Posons @; := \I/j’l,j = 1,2. Pour tout y € R, 'équation z — 1/x = y a exactement deux solutions,
une négative, x1 := ®4(y), lautre positive, 25 := Py(y). En résolvant I'équation, nous trouvons z; =

Vo e U T Vo e

)

Mc>2ntrons d’abord que :% — g(x) := f(x — 1/x) (qui n’est pas définie en 0) est Lebesgue mesurable.
Il suffit de montrer qu'elle 'est sur | — oo, 0] et sur |0, co[ (pour conclure, nous la considérons comme une
fonction «a accolade » définie presque partout). Le théoreme du changement de variables donne que g
est mesurable sur | — oo, 0[ si et seulement si g o ®| )| est Lebesgue mesurable sur R. Or,

y? +4

y = g o @1(y)|P)(y)| = f(y)

est Lebesgue mesurable, comme produit d’'une fonction Lebesgue mesurable et d'une fonction continue.
De méme, g o P,| P} | est Lebesgue mesurable, donc g l'est sur |0, oo].
En utilisant les faits que g est Lebesgue mesurable et positive, que {0} est Lebesgue négligeable et
que | — oo, 0[ et |0, 0o| sont boréliens (donc Lebesgue mesurables), nous obtenons

/Rf(x—l/x)dx:/R\{o} f(x—l/:z;)dx:/_Oo,o[u}opo[f(a:—l/x)dx
:/ " flx—1/z)de + flx —1/x)dx

10,00[

/f )| (y |dy+/f ) @4y dy
Y [ rwleiol +#swla 2 [ o

Ici, (a) découle du théoréme du changement de variables, (b) du fait que les intégrandes sont posi-
tives, et (c) du fait que, par calcul direct, en utilisant le fait que ®; est croissante, j = 1, 2, nous avons

1—y/\/y +4 1+y/\/y2+4
2

=1 Ol

[P ()] + [D5(y)] = Pi(y) + Ph(y) =

Exercice # 19. (Inégalité de Hardy) Nous travaillons dans I :=]0, oo muni de la mesure de Lebesgue. Soit

l<p<oo.SifeL?= L") nousposons F(x /f t)dt,¥Vz > 0.

a) Si f € C*(I), montrer al'aide d’'une intégration par parties que

> |F ()P (LY > »
/0 o dr < P /o |f(x)|P dx. (15)

b) Montrer que I'inégalité (15) reste vraie pour tout f € LP.

Solution.

a) Soit f € C'°(]0,00[). Dans ce cas, les intégrandes de (15) sont continues et positives, et donc nous
pouvons traiter les intégrales soit comme des intégrales de Lebesgue soit, ce que nous ferons, comme
des intégrales généralisées.
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Soient0 < a < b < cotelsque f(z) = 0siz & [a,b]. Alors F'(z) = 0siz < aet F'(z) = F(b) si
x > b. Il s’ensuit que

oo P b P 00 P
J Ty L Ry o LU T
0 P a xP b xP

car la premiére intégrale est une intégrale de Riemann finie, et la seconde est finie par critére de
Riemann.

En utilisant la définition de I'intégrale généralisée et en intégrant par parties, nous trouvons

0o F P M F P M F P
/ (@)l dr = lim/ —| (z)] dr = lim/ —| (z) dx
0 xP M=o g xP M=o /, P
@ | )P 1"
= lim _
M—o0 (p_l)xp—l a

. /M |F (@) P f () sgn (F <x>>dx} 16)

p—1 zp—1
| [FO)P p [MIF@) (@) sgn (F(x)
R {—<p_1>Mp—1+ =y dx}
_p o [ME@PT (@) sen (F(2))

p—1M-oco /, op—1

X.

Dans (a), nous utilisons le théoreme de Leibniz-Newton, la régle de la chaine et le fait que la dérivée
det > |t|Pestt — p|t|P~! sgnt.

Pour majorer la derniére intégrale de (16), nous utilisons I'inégalité de Holder avec exposants p et
q = p/(p — 1). Nous trouvons, pour M > a:

G Lo G Py LT

zp—1 xp—1

(a) |F ()P~ f (2)]

= /[,17M] ) dx

(b) ) 1/p |F(z)[? (p—1)/p

< ( /[ v |f(z)] d:c) < /[ o drr) 17)
1/p (p—1)/p

© ( / M|f(x)|pdgp) ( /M |Fg>!” dw)

(d) o0 1/p e P (»—1)/p

¢ (/ If(rc)lpdrc) (/ Md) |

Ici, (a) et (c) suivent de I'égalité des intégrales de Riemann et Lebesgue pour des intégrandes conti-
nues sur un intervalle compact, (d) de la monotonie de l'intégrale définie d’'une fonction continue
positive, et (b) de I'inégalité de Holder appliquée aux fonctions continues (donc boréliennes) | f| et
|F ()"

[
En combinant (16) et (17), nous obtenons

([ ) < (i) ([ EE 0r) "

“E@)P
xP
ce fait avec (18), nous obtenons (en considérant les cas I = 0 et I # 0)(15).

—
)
~

T —r

Nous savons, d’apres la premiére partie de la preuve, que I = dx estfinie. En combinant
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b) Soit f € £P. Alors I'intégrande qui donne F'(x) est intégrable et F' est continue (propriétés vues
ailleurs; elles suivent de I'inégalité de Holder).

Soit (f;); C C°(I) telleque f; — f dans Z”. Soit Fj(x) := / fi(t)dt,¥ j,¥x > 0.Parlinégalité
0

de Holder avec exposants pet g = p/(p — 1), nous avons

|Fj(z) — F(z)| 2

[ wo-saal< [ 150 ol
10,2[ 10,2[

1/p (P=1)/p (¢
s( [ [|fj(t)—f(t)\pdt) ( /] [m) 2 2P f ~ Fl,
O’z 0,:1)

Nous avons utilisé : pour (a) et (b), le fait que les intégrandes définissant F;(x) et F'(z) sont finies;
pour (c), la monotonie de I'intégrale d'une fonction mesurable positive par rapport au domaine d'in-
tégration.

IIs’ensuitque F'(z) = lim Fj;(z),Vx > 0.Encombinant ce faitaveclelemme de Fatou etla premiere
Jj—o0

partie de la preuve, nous obtenons

<\ F P a F p F. p F. P
ey T TPy G T R IC
0 P 0,00] TP 10,00[ i TP 000 9= P

(®) Fiz)|P . ©
< liminf / E @Y D fimin / @prde @ / ()P de.
10,00[ 10,00( 10,00[

j—o0 xP Jj—oo

Ici, (a) utilise le fait que l'intégrande est continue et positive, (b) découle du lemme de Fatou appliqué

) |F;(z)|P . ) - .. .
aux fonctions z — , qui sont continues (donc boréliennes) et positives, (c) de la premieére
partie de la preuve, et (d) du fait que la norme est continue dans un espace normé.

Ceci donne (15) pour tout f € .£?, sachant qu’il faut comprendre la deuxieme intégrale dans (15)
comme une intégrale de Lebesgue. O
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