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Exercices de synthese et avancés

Exercice # 1. (Combien de points y a-t-il dans [0, 1[?) Siz € [0, 1], soit z = 0,a;ay ... son écriture en
base 2. Soit

f:00,1[— Z2(N*), f(x):={n € N*; a, = 0}.

a) Montrer que f est injective.

b) Montrer que
PN\ f([0,1]) = Z¢(N) := {A C N*; Aestfinie}.

¢) Montrer que &;(N*) est dénombrable. Il existe donc une bijection ® : N — 27;(N*).
d) Donner un exemple de fonction injective ¥ : N — [0, 1].
e) Soit

f(z), siz & U(N)
F:[0,1]= Z2(N*), F(x) := < f(¥(n)), siz=¥(2n)pourunn € N
®(n)

(n), siz =VU(2n+ 1) pourunn € N

Montrer que F' est bijective. Il y a donc « autant » de points dans [0, 1[ que de parties de N*.

Exercice # 2. Montrer 'équivalence des propriétés suivantes.
L. limsup,, A, = liminf,, A,.
2. Pourtout z € X :soit 3ng (dépendant de x) tel que x € A,, Vn > ng, soit Iny (dépendant de z) tel
quez &€ A,,Vn > ng.
Exercice # 3. (Exemple d’ensemble non borélien) Définissons, pour =,y € [0, 1], la relation z ~ y si et
seulementsiz —y € Q.

a) Montrer que ~ est une relation d’équivalence.
Nous pouvons donc écrire [0, 1] comme l'union des classes d’équivalence, qui sont deux a deux dis-
jointes : [0, 1] = U;e/C.
Prenons, pour chaque 7, un élément et un seul z; € C; et définissons A := {z;; 1 € I}.
Posons A, :={q¢} + A, Vqge QN [-1,1].

b) Montrer que A, N A, = (siq #r.

¢) Montrer que [0, 1] C Ugegnj-1114¢ C [—1,2].

d) Ensupposant A borélien, calculer 4 (A,) en fonction de v (A).

e) Endéduireque 1 < oo -ry(A) < 3.

f) Conclusion : A n’est pas borélien.

g) Renforcer la conclusion a: A n’est pas Lebesgue mesurable.

h) (On ne peut pas bien mesurer toutes les parties de R) Si p : Z(R) — [0, o] est une mesure inva-
riante par translations, alors soit = 0, soit ;(/) = oo pour tout intervalle non dégénéré I C R.

Exercice # 4. (Caractérisation des tribus sur les ensembles a. p. d.) Rappelons, pour commencer, quelques
propriétés des relations d’équivalence.



a)

b)

c)

d)

Soit Z une relation d’équivalence sur X. Soient (.2 );cs les classes d’équivalence relatives a Z. Alors
ces classes forment une partition de X.

. Réciproquement, si (Z;);cs est une partition de X, et si nous définissons la relation

x ~ ysietseulementsiilexisteuni € [ telque x,y € 2,

alors ~ est une relation d’équivalence dont les classes d’équivalence sont précisément (.2;);c;.
Montrer les résultats suivants.
Si (Z;)icr est une partition a. p. d. de X et si nous posons <7 := {Z;; i € I}, alors

g(d):{Uch%; JC[}

Si, dans la question précédente, [ est finie, alors ¢’ (/) = 7 ().

Soit .7 une tribu sur X. Définissons une relation, de maniére négative, par :
x o ysietseulementsidA € T telquexr € Aety ¢ A.

(i) Ecrirela condition z ~ .
(i) Montrer que ~ est une relation d’équivalence.

(iii) Supposons X a. p.d. Notons (Z;);cs les classes d’équivalence de ~. Montrer que
T = {chje%; J C ]}

Comment obtient-on foutes les tribus sur un ensemble a. p. d.?

Exercice # 5. Montrer que A, la mesure de Lebesgue (compleéte) sur R, est donnée par la formule

/\1(14) = inf {Z(b] — aj) i AC U]Clj,bj[} ,VAe Z.

Exercice # 6. (Ensemble maigre de Cantor) Nous travaillons dans R, avec la tribu borélienne % et la
mesure de Lebesgue 1.

a)

b)

c)
d)
e)
f)

g)
h)

Si [ est un intervalle compact de R, alors nous notons / I'union des deux intervalles obtenus en en-
levant de I I'intervalle ouvert qui a le méme centre que I et dont la longueur est un tiers de celle de
I. Exemple :si ] := [—3, 3] (de centre 0), alors I'intervalle ouvert qui est enlevé est | — 1, 1], et donc

I'=[-3,-11U][1,3].
De maniére équivalente, si I := [a,b] alors I := [a,a + (b — a)/3] U [a + 2(b — a)/3, b).
Montrer que I est un borélien, et calculer 1/ (I) en fonction de v ().

Nous construisons par récurrence une suite (C;);>o décroissante d’ensembles de la maniére sui-
vante :

@) Co=10,1]
(i) SiC} s’écrit comme une unign finie d’intervalles fermés d. d. d. : C; = U} Iy, alors C.4 est
défini comme C}4; == L, I,.
Dessiner Cy, (1, Cs.
Montrer que C; est un borélien, V j.
Calculer 14 (C}),j =0,1,2.
Proposer et montrer une formule pour v (C}).
Posons C' := N;>¢C;. Montrer que C' est un compact non vide infini.
Calculer v, (C).



i) En examinant I'écriture en base 3 des points de chaque C}, puis de C, montrer qu’il y a « autant » de
points dans C'que dans [0, 1]. Plus précisément, en utilisant les bases 3 et 2, déterminer une surjection
entre C' et [0, 1]. Puis, conclure en utilisant le théoréme de Cantor-Bernstein.

Exercice # 7. (Théoréme d’Egoroff) T Soit (X, 7, 1) un espace mesuré, avec i finie. Soient f,,, f : X — R
des fonctions mesurables telles que f,, — f (convergence simple). Le théoreme d’Egoroft affirme que
fn — f «presque uniformément », au sens suivant :

Ve>0,3C € T telque u(C) < eet f, — f uniformément sur X \ C. 03]

(La convergence uniforme reviendraita C' = ().)

Prouver ce résultat comme suit.
Soit (Ng)g>1 C N. Posons

AN, = {x € X |fulz)— f(x)| < %, Vn > Nk},

B = ﬂ Ak N(k)-
k>1
(Lensemble B dépend a la fois de la suite ( f,,),, et de la suite (Ny).)
a) Montrer que A, n,, B € 7.
b) Montrer que f,, — f uniformément sur B.
c¢) Montrer que, pour tout k > 1, il existe Ny, tel que (X \ Ax.n, ) < &/2".

d) Pour Ny comme dans la question précédente, montrer que (X \ B) < €. Conclure.

Exercice # 8. (Une partie borélienne bornée de R est « proche » d’'une union finie d’intervalles)

a) Soit B € %R un ensemble borné. Soit £ > 0. Montrer qu'’il existe des intervalles ouverts et d. d. d.
I,..., Iy tels que U := LI, soit « proche » de B, au sens suivant :

M(B\U) <eet\(U\ B) <e. (2)

b) Méme conclusion si B € .Z;(R) est de mesure finie.

c) Une propriété similaire est vraie pour la mesure de Lebesgue dans R" (avec des pavés de R" a la
place des intervalles). Essayer de montrer ce résultat en utilisant les ingrédients suivants : la mesure
de Lebesgue est une mesure de Radon, et le lemme 9.6 du support de cours.

Exercice # 9. (Théoréme de Louzine ¥) Soit f : [0, 1] — R une fonction Lebesgue mesurable. Le théoreme
de Louzine affirme que f est « presque continue », au sens suivant : pour toute > 0, il existe une fonction
continue g : [0, 1] — R et un ensemble borélien B C [0, 1] tels que v1(B) < et f = gsur [0, 1] \ B.

Nous nous proposons d’établir une forme plus faible de ce résultat, prouvée par Vitali : pour tout
e > 0, il existe un ensemble borélien B C [0, 1] tel que v;(B) < ¢ et tel que larestrictionde fa[0,1]\ B
soit continue.

Le passage du résultat de Vitali a celui de Luzin nécessite un résultat de topologie, dii a Urisohn, que
nous ne donnerons pas ici. Un cas particulier de ce résultat nous sera utile pour la question a) : si F, G
sont des fermés non vides et disjoints dans un espace métrique X, alors la fonction

dist(z, G)

X
s dist(z, f) + dist(x, G)

est continue sur X, vaut 1 sur F et O sur G.

1. Ou Egorov.
#. Ou Lusin.



a) Montrer le théoréme de Louzine si f est la fonction caractéristique d'un ensemble Lebesgue mesu-
rable A. Indication : «encadrer » A grace a un fermé et un ouvert.

b) Montrer le théoréme de Louzine pour une fonction étagée.

c) En utilisant les questions précédentes et le théoréme d’Egoroff, montrer le théoréme de Vitali.

Exercice # 10. (Lemme de Brezis-Lieb) Préliminaire. Un cas particulier du lemme de Fatou est le suivant.
Soit (X, 7, i) un espace mesuré. Si f,, > 0 est mesurable, Vn, et f,, — f, alors/f < lim 1nf/fn Le
lemme de Brezis-Lieb, qui s’applique a des situations plus générales, permet, dans ce cas particulier, de
«mesurer » ['écart entre / fet hmnmf fn-

Dans ce qui suit, les fonctions f,, : X — R sont supposées mesurables, avec (X, .7, ;1) mesuré.

a) Supposons f,, — f et f intégrable. Montrer que

[10= [111+ [ 15~ 11+ o) quandn — o

On pourra commencer par établir I'inégalité

=< 1ful = 1 = FI <A

et utiliser le théoréme de convergence dominée.
b) De méme si i est complete et la convergence f,, — f est p. p.

¢) En déduire le corollaire suivant : si u,, u sont des fonctions mesurables positives telles que u,, — u

p.p.,etsi/un—>/u<oo,alors/|un—u|—>O.

d) (Attention, hypothése inhabituelle concernant p) Soit 0 < p < 1. En reprenant la preuve de a),

montrer le résultat suivant. Si f,, — fet / |f|P < oo, alors

/Ifnl”Z/\f!”+/|fn—f|p+0(1)quandn—>oo. 6

NB. Pour 1 < p < oo, nous avons encore (3), sous les hypothéses / |ful? < C < o00,¥n,etf, — f.
La preuve est plus complexe que dans le cas 0 < p < 1 (voir Lieb et Loss, Analysis, Theorem 1.9, p. 21).

Exercice # 11. Montrer que
il d:c - Z il

Exercice # 12. Soit (X, .7, i) un espace mesuré tel que 0 < u(X) < 00.8i f : X — R estintégrable,
montrer qu’il existe xg, yo € X tels que

>/de”sz,

flwo) 2 1(X)
/ fdu
) < s ][f



Exercice # 13. Dans ce qui suit, 21, . . ., 2, sont des nombres complexes. Le probleme que nous étudions

est le suivant : montrer qu’il existe J C [[1, ..., n] tel que la somme
SJ = Z Zj
jeJ

soit « grande ». Précisons d’abord le probleme. Nous avons

5J<Z|z]|<2|zj| =S,

jedJ

et donc S ne peut pas dépasser S. Nous nous proposons de montrer qu’il existe J tel que « S soit une
partie significative de .S ».

Clairement, pour n = 1 le meilleur choix est de prendre J := {1}, etdanscecas S} = S = |z].
Etudions le casn > 2.

a) Sin = 2, montrer quil est possible de choisir .J tel que

2
Z ZJ|7

l\:)ln—
l\DI»—

1 . .
et que la constante 5 est la meilleure possible.

b) Sin = 3, montrer qu’il est possible de choisir .J tel que

1 3
_Z ZJ|7

ool»—‘
oo

1 . .
et que la constante 3 est la meilleure possible.

c) (Je ne connais pas la réponse) Quelle est la meilleure constante sin = 4?

1 ) ,
En tout cas, elle n’est pas 1 En effet, nous allons montrer le résultat suivant.

1
VnEN*,Vzl,...,anC,HJCﬂl,nﬂtelqueSJZ%S. 4)

Dans ce qui suit, le produit scalaire des nombres complexes ( , ) est le produit scalaire usuel dans R?.

d) Soitw = e" un nombre complexe de module 1. Posons
Jo:={j e[l,n]; (z,w) >0}

(Donc J, contient les j tels que I'angle entre z; et w soit < 7/2.)
Montrer que

P

jEJt

> (z,w) Z )

JjEJt

r, six>0

Rappelons que z, estla partie positivede z: z, := . .
0, siz<O0



e) Calculer
2w N
| et
et obtenir (4) grice a (5) et a 'exercice précédent.
Exercice # 14. Obtenir, 3 partir de I'inégalité de Jensen, l'inégalité de Cauchy-Schwarz

n n

n 2
Z(CL]‘)2 Z(b])z Z <Z Cl,j b]> s \V/TL - N*, Val, Ay, bl, .. .,bn - R
j=1

j=1 7j=1
On pourra commencer par le cas ot b; > 0,V j.

Exercice # 15. (Lemme de Lebesgue) Soit (X, .7, 1) un espace mesuré.
a) Soit (A,)n>0 C 7 unesuite telle que ) -, 11(A,) < oo. Montrer que x4, — 0 p-p. p.
b) Soit f : X — R une application intégrable. Montrer le lemme de Lebesgue :

Ve>0,30=4d(e, f) >0telque [A € T, u(A) <] = /|f|du<e.
A

Voici une autre approche pour montrer ce lemme.

c) Montrer le résultat lorsque f est étagée, en prenant § < 7T
max

d) Soit f intégrable.
(i) Montrer qu’il existe g étagée positive telle que g < | f| et / g > / |f| — /2.
(i) Montrer que nous pouvons prendre d(¢, f) := d(g/2, g).

Exercice #16.Soit (X, .7, 1) un espace mesuré et ( f,,),>o une suite décroissante de fonctions p-intégrables
qui convergent vers 0 u-p. p. Montrer que

S [ =[S

n>0 n>0

On pourra utiliser la preuve du théoréme de Leibniz sur les séries alternées.

Exercice # 17. Nous nous plagons dans le cadre du théoréme de dérivabilité des intégrales a parametre(s)
(théoreéme 7.18). Supposons que A est connexe. Montrer que nous pouvons, dans les hypothéses du théo-
réme, remplacer I'hypotheése (i) par 'hypothése plus faible
(") pourtout A € A, lafonction f(-, \) est mesurable, etil existeun Ay € A telque f(-, \) soitintégrable.

Exercice # 18. (Unicité des mesures d la Lebesgue)
I. Soit (X, d) un espace métrique tel que

Bx @ Bx = Bxxx (6)

(nous verrons en partie II de 'exercice une condition suffisante pour la validité de (6)).
Exemple : X = R" muni de I'une des métriques induites par une norme || ||.
Une mesure borélienne p sur X est uniformément répartie si elle satisfait la condition suivante :

Ve,ye X,Vr>0,0< u(B(z,r)) = pu(By,r)) < oo.

Le but de cet exercice est de montrer que deux mesures uniformément réparties sont proportion-
nelles.



En admettant cette conclusion, nous obtenons une autre caractérisation de la mesure de Lebesgue
(voir I'item i) ci-dessous).

Soient p et v deux mesures uniformément réparties. Soient g(r) := p(B(z,r)), h(r) :== v(B(z,r)),
Vr > 0 (ces fonctions dépendent de r, mais pas de x € X).

Dans ce qui suit, U désigne un ouvert non vide et borné de X.
a) Montrer que p et v sont o-finies.
b) Montrerque 0 < u(U) < ocoet0 < v(U) < oo.
¢) Montrerque V := {(z,y); z, y € U, d(z,y) < r} estun borélien de X x X.
d) Montrer que

Usxw—v(UNB(z,7))

est borélienne.

e) Montrer que

[ o0 B dnte) = [ w0 Bl aviy)

U

(On pourra calculer p ® v(V).)
f) Montrer que

. 1
(V) = lim / (v(U N B(z,))) du(z).
WU) = tim— | (U 0 Bl dviy)

g) En déduire quil existe un réel 0 < C' < oo (indépendant de U) tel que u(U) = C v(U).
h) Conclure.
i) Soit d la distance induite par une norme sur R". Montrer 'équivalence suivante :

(1) pestuniformément répartie sur HBgn.

(i) Ilexiste0 < C' < oo telle que p = C v,.

I1. Nous donnons ici une condition suffisante pour la validité de (6), condition qui est satisfaite en parti-
culier par R™ avec 'une de ses métriques usuelles.
Voici une question d’échauffement.

a) Montrer que, si (X, d) et (Y,0) sont des espaces métriques arbitraires, alors Bx @ By C Bxxy-
(Penser a la preuve de l'inclusion Zrn @ Brm C Bro+m.)

Donc si une inclusion pose probleme dans la vérification de (6), il s'agit de Bx«y C Bx ® By.En
général, cette inclusion est fausse, mais donner un contre-exemple dépasse le cadre de cet exercice.

Un espace métrique (X, d) est séparable s'il existe un ensemble a. p.d. A C X dense dans X, donc
telque A = X.

b) Montrer que R" est séparable.

c) Si X est séparable, montrer que pour tout ouvert U nous avons

U= U B(a,r).
acA,reQ
B(a,r)CcU

d) Si(X,d)et(Y,0)sont séparables, montrer que X x Y est séparable.
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e) Si(X,d)et(Y,0)sont séparables, montrer que les ouverts de X x Y appartiennenta Bx & By.
f) En déduire que, si (X, d) et (Y, 0) sont séparables, alors By @ By = Bxxy.
Cas particulier : Brn X Brm = Brntm.

Exercice # 19. (Changement de variables) Soient f, g :]0, oo[— [0, oo[ deux fonctions boréliennes. Mon-
trer que

/]0700[2 f (g) g(xy) dedy = %/OOO @ de /Ooog(x) .

Exercice # 20. (Difféomorphisme qui préserve la mesure) Soit ® : R — R" un C'-difféomorphisme.
Montrer 'équivalence des propriétés suivantes :

1. P préserve la mesure, au sens suivant :
v (®(U)) = 1v,(U), YU C R" ouvert.

2. [Jop(z) =1, Ve e R"oulJp(x) = -1, Vo € R"].

Exercice # 21. (Mesure superficielle) Si S C R3, nous définissons la mesure superficielle (aire) <7 (S) de S
par

1
(S) := lim 5 vs({z € R?; dist(z, S) < €})

e—0+
(silensemble {z € R?; dist(z, S) < e} est borélien pour tout ¢ > 0 suffisamment petit, et si la limite
existe). Calculer «7(5) si:
a) S estune sphere.

b) S est un compact contenu dans R? x {0} (identifié a R?).

Exercice # 22. (Mesurabilité) Nous travaillons dans (R", %, \,,). Soit f : R — R une fonction Le-
besgue mesurable. Soient g : R" — R, h: R* x R" — R, g(x) := f(x —y),Vz € R" (avecy € R"
fixé), h(z,y) == f(x —y),Vz,y € R™

a) Peut-on invoquer un résultat théorique et en déduire que g et h sont Lebesgue mesurables?
b) Que peut-on dire de g et h si f est borélienne?

c) Montrer que g et i sont Lebesgue mesurables.

Exercice # 23. (Intégration par parties (I)) Nous travaillons dans (R, Bg, 11 ) et (R", Bgn, ).
a) Soitg € C'(R)intégrable. Montrer quil existe une suite (R;); C [0, co[telleque R; — o0, g(R;) — 0
et g(—R]) — 0.
b) Soit h € C*(R), avec h et I/ intégrables.

() Montrer que / h =0.
R

(i) Montrer que, pour toutn € R, /

e M (x) dr = m/ e "Mh(x) dx.
R

R

. of .
¢) Soit f € C*(R™), avec f et (’9_f intégrables. Montrer que, pour tout { € R”,
T

/n e_””'gaa—xfl(x) dr =1 /n e " f(x) da.



d) Soient f,g € C'(R")et0 < M < oo. Proposer et montrer une formule de la forme

/[ ﬁ(x)g( ) dx :/[MM]H_1 h(xa, ..., xn)d(za, ... xy,)

M, M al'l
Jg
— r)——(x)dx.
/[M,M]n f@) 5@
e) Soient f, g € C*(R™) bornées telles que f, g, aaf 89 solent intégrables. Montrer que
15 X
of
[ @i =— [ 15 @ ds

Exercice # 24. (Intégration par parties (I1)) Nous travaillons dans ([0, 0o[, %o o[, 1). Soient f,g € L.

Soient F(x / f(t)dt, G(z / g(t)dt,¥z > 0.
x]

a) Montrer que F' et G sont bien définies.
b) Montrer que F' et GG sont continues et bornées.

¢) Montrer la formule d’intégration par parties

| F@a@yds = [ f@yds [ gtwydn = [ )6t i

Exercice # 25. (Calcul d’intégrales oscillantes) Pour 0 < a < 2, soit

I(a) = / smax dx (intégrale généralisée).
0

1. En établissant et utilisant I'identité

1 1 o
— = / t* e dt, Va>0,Va >0,
ze T(a) Jo

montrer que

I(a) = —— /Oo—ta_l dt
YT ), i1

2. En se ramenant a un calcul de fonction Béta d’Euler, montrer que

I'(a/2) (1 — a/2)
o) ===t

Exercice # 26. (Pseudo-changement de variables) Soit ¢ € C'([a, b], [c, d]) telle que #(a) = cet ¢(b) = d.
Nous nous proposons de montrer 'égalité

/ f(x)dr = / f(o y)dy, V f : [c,d] — R borélienne et bornée. (7)

a) Soit K C R un compact. Montrer qu’il existe une suite (f;); C C*(R, [0, 1]) telle que f; \, xx-
Indication : lemme d’Urisohn.

b) (i) Prouver (7)si f : [¢,d] — R est continue.

(ii) Prouver (7) si f := xk, avec K C [c, d] compact.
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(iii) Soit
o = {B € Bl.q; [ = xp satisfait (7)}.

Montrer que &7 = %, q). Indication : classe monotone.

(iv) Prouver (7)si f : [¢,d] — R est borélienne et bornée.
Exercice # 27. (Formule de 'indicatrice de Banach (1)) Soient I :=]a, b[C Ret ® € C''(I,R). Soient
F={zel;®x)=0},V:=I\FY:=dV)etW := ().
Soit # la mesure de comptage :
Ty {cardA, S%Aest fini .
00, sinon

Nous nous proposons de montrer les propriétés suivantes.
1. W C Restborélien.
2. Sif: W — |0, 00] est borélienne, alors

W2 a flz) #07 (x) € [0,00] et I 5y > f(D(y)) |2'(y)] € [0, 00]

sont Lebesgue mesurables.
3. La formule de I'indicatrice de Banach :

f@)#o7 (2)de = | f(® y)l dy.
Jo Jr

Voici la démarche proposée.
a) Montrer que Y est un ouvert.
b) Montrer queY > z — #[®!(z) N V] € |0, o] est borélienne.

c) Montrer que, avec f comme ci-dessus,

/f ) 19 (y Idy—/ flx “L(2) N V]dz.

d) Soit K C U un compact. Montrer que

v (P(K)) < max |®'(z)| v (K).

zeK

Indication : recouvrir K avec des intervalles disjoints, chacun de longueur ¢.
e) Montrer que ®(F') est borélien et que v, (®(F')) = 0.
f) Obtenir les résultats désirés.

g) Montrer que les résultats restent vrais en supposant f Lebesgue mesurable au lieu de borélienne.

Exercice # 28. (Formule de 'indicatrice de Banach (II)) Soient U C R" un ouvertet ® € C*(U,R").
Solent

F={2eU; Jo(x) =0}, V:=U\FE Y =d(V)etW :=d(U).

Nous nous proposons de montrer les propriétés suivantes.
1. W C R" est borélien.
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2. Sif: W — [0, 00] est borélienne, alors
Wz f(z)#07(z) € [0,00]etU 3 y = f(2(y)) [Ja(y)] € [0, 00|

sont Lebesgue mesurables.

3. La formule de I'indicatrice de Banach :

/Wf<x>#<1> dm—/f ) 1o ()] dy.

Voici la démarche proposée.
a) Montrer que Y est un ouvert. Indication : théoréme d’inversion locale.
b) Montrerque Y > x — #[® ! (x) N V] € [0, oc] est borélienne.

c) Montrer que, avec f comme ci-dessus,

/ F@W) s dy= [ F() #87@) N V] de.
(V)
d) Question d’échauffement. Supposons 0 € F. Montrer que
lim (2000 _
e—0+ gn

e) Soit K C F un compact. Montrer que
vp(P(K)) = 0.

Indications : recouvrir K avec des cubes de taille ¢ et utiliser le raisonnement de la question précé-
dente.

f) Montrer que ®(F') est borélien et que v, (P(F')) = 0.
g) Obtenir les résultats désirés.
h) Montrer que les résultats restent vrais en supposant f Lebesgue mesurable au lieu de borélienne.
Exercice # 29. (Dérivée de lintégrale) Nous travaillons dans ([0, 0o[, Bjo o[, 11). Soit [ € Z£*. Soit
F(x) = f@t)dt,va > 0.
(0,2]

Soit g € C(]0, oof).

a) Montrer que [0,00[3 z — h(z) := / g(t) f(x — t) dt est continue.
[0,2]

b) Montrer que = — / g(t)F(x —t) dt est de classe C", de dérivée h.
0

Exercice # 30. (Inégalités de Hardy générales) Soient 1 < ¢ < 00,0 < r < oo et g :|0, co[— [0, oo une
fonction Lebesgue mesurable. Montrer l'inégalité de Hardy en 0

[T ([aman) ae< (4) [T ur gy ®

et l'inégalité de Hardy a linfini

/0 Ty ( /t " o) du)q ar < (%) /0 " (g () dus o
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Indication : on peut envisager une intégration par parties, comme dans le cas de'inégalité de Hardy.
Avec cette démarche, essayer de démontrer les résultats au moins si g € C2°([0, oo|).

Pour une preuve élégante, basée sur 'inégalité de Jensen et valable pour toute fonction g, voir Stein
et Weiss, Introduction to Fourier analysis on Euclidean spaces, Lemma 3.14, chapitre 5.

Exercice # 31. (Construction d’'une fonction dans C'2°(R)) Nous travaillons dans R muni de la mesure de
Lebesgue. Soit G := x[o,1]. Pour ¢ > 0, soit

Ge(z) == éG (g) , Vo e R.

a) Si f € ZY(R), montrer que f * G. € C(R).
b) Plus généralement, siey,...,e; > 0, montrer que f * G, *---x G, € C77(R).
Etsif € C(R)?

¢) Soit (g;)j>0 CJ0, oo une suite telle que S := Z g; < 00. Soit
J

fo(ﬂf) =

(2/e0) — (2/€0)* |z —e0/2|, si0 <z <egg
0, sinon '

Pour j > 1, soit f; := fo x G., *---* G.,. Montrer que :
@) fi(x)=0siz <Oousiz >ey+e1+---+¢;.
(i) f; € CI,¥j>0.
i) [(f)P ()] <2 /(eoer ... &), Vo, VE >0,V > k.
W) [fj+e(@) = fi(2)] < 2(gjh1 + -+ +€500)/(20€1), Va, Vi 2 LVE> 1.

(v) Trouver une majoration analogue a celle du point précédent pour | f](f_)é(a:) - fj(k) (x)|,Va,VEk >
0,Vj>k+1,V0> 1.

d) En déduire que la suite (f;); converge uniformément sur R vers une fonction f avec les propriétés
suivantes :

D feC®R,[0,00]).
i) f(xr)=0siz <Oouz > S.

iii) / f(z)dx = 1dou, en particulier, f # 0.
R

Exercice # 32. (Bases orthonormées de polynémes) Soit / C R un intervalle ouvert non vide borné muni

de la mesure de Lebesgue. Nous munissons L? := L*(I) du produit scalaire « usuel », (f, g) := /f g.
I

a) Montrer que si deux fonctions polynomiales coincident p. p. sur I, alors les polyndmes correspon-
dants sont égaux. Ainsi, nous pouvons identifier tout polyndme avec la fonction polynomiale associée
sur /. (Expliquer.)

b) Montrer qu’avec cette identification, nous avons P € LP([),V1 < p < 0o,V P € R[X].

Soit (Py)r>0 C R[X] une suite de polynémes telle que :
1) deg P, = k,Vk.
0, sij#k

S Vi ke
1, sij=k

ii) (Py) est une suite orthonormée dans L?; c’est-a-dire, (P;, P) = {

¢) Montrer que (Py)r—o...» est une base orthonormée de R,,[X]. ™

+. Ici, nous considérons R,,[ X ] comme un sous espace de L? - voir le début de l'item b).
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d) En déduire que, pour tout N > n et pour tout P € R, [X], nous avons P = fo:O(P, Py) Py.

e) Soient f € L*ete > (. Montrer quil existe P € R[X] tel que || f — P||z2 < e. On pourra utiliser,
entre autres, le théoréme de Weierstrass : si g € C([a,b]), alors il existe une suite de polynémes
(Qn)n telle que Q,, — g uniformément sur [a, b)).

f) En utilisant les questions précédentes, montrer que pour tout f € L? nous avons

00 N
f= Z f,ex) ex, ausens ot Z f,ex) ex — fdans L? quand N — oc. (10)
k=0 k=0
dk
g) Soient I :=] — 1,1[ et P, € R[X] donnés par Py(z) := ay — [(2* — 1)*] (avec l'identification

dxk
entre polynémes et fonctions polynomiales). Montrer que pour o, > 0 convenablement choisis (que

'on déterminera), la suite ( Py) satisfait i) et ii) et donc nous avons (10). Les P, sont (a des constantes
multiplicatives pres) les polynomes de Legendre.

On pourra utiliser sans preuve la formule

! . 2k+1 ko
1 — 22 do = Yk e N,
/_1( )= e TRy RS

Exercice # 33. (Théoréeme d’Orlicz) Soit I C R un intervalle ouvert non vide muni de la mesure de Le-
besgue. Nous considérons une suite (e;)z>0 C L? = L?*(I) orthonormée et telle que

F=Y (fex)er VfeL (11
k=0

De telles suites existent : voir, par exemple, 'exercice précédent.

a) Montrer que, pour tout f, il existe une suite extraite (/NV,) (qui en principe dépend de f) telle que

Ny

Z(ﬁ ex) ex — f p.p.quand £ — oo.
=0

b) En déduire que, pour tout f € L?, nous avons

7)]? < Z[(f, ex)]? Z lex(2)]* = 1 f1|Z2n) Z % pour presque tout x € 1. (12)
k=0 k=0 k=0

¢) Enprenant, dans (12), f := x4, avec A convenable, en déduire le théoréme d’Orlicz : pour presque tout
x € I nousavons Y, [ex(z)]* = cc.

Indication : commencer par 'ensemble

B = {x el Z[ek(x)]2 < oo}

et utiliser 'exercice # 47 de la feuille #2 pour construire A.

Exercice # 34. (Convergence des séries de Fourier) Soit f : R — C de classe C? et 27-périodique.
a) Calculer ¢, (f) en fonction de ¢, (f”),oun € Z \ {0}.

b) Montrer que la série Z cn(f) e converge, Vo € R.

n=—oo
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c) Calculer la somme de cette série.

Exercice # 35.
a) Soit f : R — C 2w-périodique et lipschitzienne sur [—, 37]. Calculer Nlim Sn(f)(x),Vz eR.
—00

b) Méme question si f : R — C est 2w-périodique et holderienne sur [—m, 37, Cest-a-dire : il existe
a €]0,1[et C < ocotels que

|f(x) = fy)| < Clz —yl|* Va,y € [-7,37].

Indication pour les deux questions : reprendre la preuve du théoréme de Dirichlet.

Exercice # 36. (Inégalités faibles de Bernstein (II)) Cet exercice continue 'exercice # 17 de la feuille # 8.
La philosophie générale est la méme : des inégalités qui ne sont pas vraies pour des fonctions quelconques
sontvalides pour des polyndmes trigonométriques. Prenons 'exemple de la comparaison entre || f|| .» et
|| f|l-, pour des fonctions définies sur |0, 27[, muni avec la mesure (1/27) ;. Cette mesure étant finie
(en fait, une probabilité), nous avons f € [P — f e L",V1 <r < p < oo, et des exemples simples
montrent que 'implication f € L? = f € L" est fausse sir > p. Néanmoins, nous allons montrer
I'inégalité suivante, d la Bernstein :

5 1 1/p—1/r
1]l < 30-1m0=pm (2012 1l V1< p<r< oo
2 (13)
V polynéme trigonométrique f de degré < n, avecn > 1.
En combinant (13) avec la conclusion de I'exercice # 17 de la feuille # 8, nous obtenons
5 1 1/p—1/r
17l < 30t (B ) s, 1 < p < < o a9

V polynéme trigonométrique f de degré < n, avecn > 1.

Ces deuxinégalités sont faibles, au sens ol les constantes quiy apparaissent ne sont pas les meilleures,
mais l'ordre de grandeur des constantes est bon : il est n'/?~%/" dans (13) et n'/?~'/7*1 dans (14). On peut
montrer que cet ordre de grandeur est optimal, mais nous n’allons pas vérifier ce fait.

Passons a la preuve de (13).

a) Montrer le cas particulier suivant de 'inégalité de Young pour la convolution des fonctions 27-péri-
odiques :

[f * gl < Ifllee gllLe, VP, q conjugués, v f € L, g € L.

b) Soit V,, := 2 Fy, 41 — F,,, n € N, avec Fj les noyaux de Fejér; V,, est le noyau de de La Vallée Poussin.
Montrer les propriétés suivantes de V/,.

. iz ’j’ i
Oh= T e 3 (1 ghy) e
l71<n+1 n+1<|j|<2n+1
(1) ||Vl < 3.
on + 6

i) [|Vollo = =5

. 5n 46\
() [Villzo < 3V (%) V1< <.

c¢) Soit f un polyndme trigonométrique de degré < n (avecn > 1). Montrer que f *x V,,_1 = f.

d) En déduire que

m+1

1/p
5 ) | fllze,V polyndme trigonométrique f de degré < n, avecn > 1.

<3
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e) Endéduire (13). Indication : inégalité de Holder.

Exercice # 37. (Convolution et transformée de Fourier) Soit f : R — R, f(z) := , Ve € R.

Calculer f * f---x f.
—_—

n fois

22 +1

Exercice # 38. (Calcul de transformée de Fourier dans .#?) Nous travaillons dans le cadre de la transfor-
mée de Fourier dans R.
a) Sif e Letrr glx) :=uaf(r) € L, montrer que feCletqueg=f'.

752?2

. , . e .. ,
b) Sie > 0, calculer la transformée de Fourier de x — h.(x) := n . Indication : se débarrasser du
T+
dénominateur.
. 1
¢) Calculer la transformée de Fourier de x — g(x) := vy
T+

Exercice # 39. (Transformée de Fourier d’'un produit de convolution) Nous considérons I'égalité
fxg=13. (15)

a) Donnerunsensa (15) si f € C°(R") et g € £*(R"), et la montrer.
b) Donnerunsensa (15)si f € Z*(R") et g € £ (R"), et la montrer.

Exercice # 40. (Transformée de Fourier dans L”) Nous travaillons dans (R", %gn, v,,). Rappelons que,
sif e £t alors f € £, alors que, si f € L?, on peut définir fcomme un élément de L? (théoréme
de Plancherel). Nous nous proposons de montrer un résultat similaire pour les fonctions de L?, avec
1l<p<2

Nous travaillons avec des fonctions au lieu de classes.
Rappelons que, si f : R™ — C est borélienne, alors la fonction de distribution de f est

F(t) = F¢(t) == v,{z € R"; | f(x)| > t}), VE > 0.

Les trois premiéres questions sont des rappels.
a) Montrer que F : [0, oo[— [0, oo] est borélienne.

b) Pour 1 < p < oo, montrer la formule
o0
15 =p [ o Fayar
0

c) Sil < p < ocett > 0, montrer I'inégalité de Markov

A1

Ft) < *5

A partir de maintenant, nous supposons f € C,(R",R) \ {0}.
d) Montrer que 0 < || f]|7- < 00, V1 < r < 0.

e) Poura > 0, solent

f(z), si|f(z)]<a 0, si|f(z)] <a
ga() =< a, sif(x)>a , ho(z) :=4¢ f(x)—a, sif(z)>a
—a, sif(z)<-—a flx)+a, sif(x)<-—a

(i) Montrer que g,, h, € C.(R™).
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(i) Calculer ||g,||3. et ||hq4| 1 en fonction de F}.

(iii) Montrer que
1 p
| hallzr < p—al’—l fl5s, Ya>0,V1<p<oo.

(iv) Soitt > 0. Nous définissons a = a; > 0 comme la solution positive de

1

t
R L ——
il =5

Montrer que, pour cet a, nous avons

~

ha(§)] < 5, VEER”

N |+

et

~

{EeR™; [f(§)] >t} C{E € R"; [ga(§)] > t/2}. (16)

f) Soit1 < p < 2. Soit g le conjugué de p. En utilisant (16), le théoreme de Plancherel et 'inégalité de
Markov, montrer I'existence d’'une constante C' = ), < oo (dont on donnera la valeur) telle que

1f lze < Collfllo, ¥ f € Co(R™,R). 17)

g) En utilisant (17), montrer le résultat suivant, apres lui avoir donné un sens précis : la transformée de
Fourier est continue de L? vers L.

NB. Le théoréme de Hausdorf-Young affirme que (17) est vraie avec C, = (27)"/7 (qui est une constante
inférieure a celle obtenue par la calcul explicite ci-dessus).

La constante C), = (27r)"/ 7 n’est pas la meilleure. Le (tres difficile) théoréme de (Babenko-)Beckner af-
n/(2p)
n/q P

/)

firme que la (meilleure) constante est (27)

Exercice # 41. (Inégalités de Nikolski’i) Cet exercice fait echo aux inégalités de Bernstein (exercice # 17
de la feuille # 8 et exercice de synthese # 36). Le théme est le méme : des inégalités entre normes || || .»
et || |-, qui sont fausses en général, sont vraies sous des hypothéses concernant le support de la transformée de
Fourier.

Pour commencer, nous faisons 'hypotheése
f € LY(RY), 18)

qui permet de considérer la transformée de Fourier f de f; cette hypothese peut étre affaiblie, mais ceci
demande de travailler dans le cadre (qui dépasse ce cours) des distributions tempérées.

L’hypotheése essentielle est

fe)=osilg| > R (19)

(avec 0 < R < oo constante arbitraire). C’est I'analogue de la condition « f est un polynéme trigonomé-
trique de degré < n », qui équivauta ¢;(f) = 0si|[j| > n.
Sous ces hypothéses, nous nous proposons de montrer les inégalités de Nikolskii directes
1fllzr < CLRMPZ | fl|gs, V1 < p <1 < o0, (20)
10, fllzr < CoR™ =Y H | f||, V1 < p <7 <00, ¥ € [11], @D
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ou (', Cy sont des constantes finies qui peuvent dépendre de n, p et r, mais pas de f ou R. Au passage,
sous les hypothéses (18) et (19), nous montrerons que f € C'.

Sous 'hypotheése plus forte (22),

F(€) =0si|¢| > Rousil¢] < (22)

SIR=>

nous avons également l'inégalité de Nikolskii inverse, énoncée et prouvée, par souci de simplicité, uniquement
sin=1:

1 fllr < CsRY™ P71 /]|, V1 < p <7 < 00, (23)

ol C est une constante finie qui peut dépendre de p et r, mais pas de f ou R.
Voici la démarche proposée pour montrer (20), (21) et (23).

a) (Argument de changement d’échelle) En supposant I'une de trois inégalités vraie pour R = 1, elle est
vraie pour tout R. Voici 'argument pour (20). Soit f une fonction vérifiant (18) et (19). Soit (avec les
notations de I'exercice #1 a) de la feuille #9) g := fr.

(i) Montrer que g vérifie les hypotheses (18) et (19), la derniere pour R = 1.

(ii) En appliquant (20) (supposée vraie si R = 1) a g, et en calculant ||g|| .-, respectivement ||g||1»
en fonction de || f|| -, respectivement || f|| .», obtenir (20) pour f.

b) Vérifier que la méme démarche est valide pour (21) et (23).
c) (Preuvede (20)si R = 1)
(i) Montrer qu’il existe p € C°(R") telle que p(§) = 1si|¢] < R.
(i) Montrer quil existe ¢p € L'(R") telle que ¥ = ®.
(iii) Montrer que, de plus, ¢ € L>*(R").
(iv) Montrer que ¢ € L1(R"),V1 < ¢ < 0.
(v) Soit f vérifiant (18) et (19) avec R = 1. Montrer que f = f * . Indication : prendre la transfor-

mée de Fourier dans cette égalité.

. 1 1 1
(vi) Sil <p,q,r < ocosonttelsquel+ — = — + —, montrer que || f||z- < ||¢||za || f|lLe-
r b q

(vii) Conclure.
d) (Preuvede 2)siR = 1)

(i) Montrer successivement que ¢ € C*(R™), 910 € LY, 9;95(€) = 1&; 9(€), 059 € L®(R™), et
;0 € LY(R"),V1 < g <oo,Vje[Ln].

(ii) Montrer que f € C*(R") etque d;f = f * 9;4,V j € [1,n].
(iii) Conclure.

e) (Preuve de (23) si R = 1) D’apres les questions précédentes, nous savons que f € C*(R) et que
[’ € LP(R) (et, par ailleurs, que f’ € L'(R)). Il reste 2 montrer (23).

(i) Montrer quil existe ¢ € C°(R) telle que

(9 = g V€ e Relque s < Jg < 1.

(i) Montrer quil existen € L(R) telle que j = (.
(iii) Montrer que f = f' x .

(iv) Conclure, sur le modele des questions précédentes.
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