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Exercice 14. Soient H un espace de Hilbert et u € L(H). Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) u est une isométrie, i.e.
Vo € H, [[u(@)]| = ||

(ii) w préserve le produit scalaire
Yo,y € H, (u(z),uly)) = (z,y)

(iii) w*u =1d
Indication : observer que, pour xz,y € H :

r=y <= VzeH (z,2)=(y,2)

D’abord, démontrons l'indication.
Le sens direct est évident. Pour 'autre sens, on a :

VzeH, (x,2)={y,2) — VzeH, {x—y,z)=0 = {(z—y,00=0 = z=y
Maintenant montrons que (i) = (ii) = (4ii) = ().
(i) = (i1)] Soient x,y € H. Par Uidentité de polarisation, on a :

_ et yl? = e —yl? + ille — iy)) — ille + iy||?

(z,y) 1
_ Nuz+ )12 = llu(z —y)I? +iHu(w —iy)lI* = illulz +iy)|I* par hypothése
_ Nu@) +u@)I? — Nlul@) — u@)I? + illu(z) — iu@)|® — illul@) + iuy)|*

1 par linéarité de u

= (u(z),u(y))
[(ii) = (ii1)] Soit & € H. Par hypothése, on a pour tout y € H :
(,y) = (u(@), u(y)) = (W u(z),y)

Donc, d’aprés lindication :
x = u'u(x)

[(iii) => (i) Soit x € H. On a directement par hypothése :

(u(@), u(z)) = (v u(z), z) = (z, )

Dot :
[u(@)]| = [l=|

Ainsi, on a bien (i) < (i1) < (4i7).

C.Q.F.D.




Exercice 21 - Question 3. Soit H := L?([0;1[, Bjo.1[, Ajo;1{)- Pour n > 0, on consideére :

i j+1
B, = {f:[O;l[—HR : pour tout 0 < j < 2" —1, f est constante sur [QJ”;jQJ; [}

3. Soit F la fonction partie entiére. Montrons que les fonctions définies par :
VkZO,VI:{T‘Ll <ng < --- <nk}C1N*

Vo€ [051], wy(a) = (~1)FE D () FED L (P

(avec la convention wgy = 1) forment une base hilbertienne de H. C’est la base de Walsh.
Indication : pour n > 1, montrer que {w; : max I = n} est une famille orthonormée contenue dans £, 6 E,,_1.

Posons :
Fo :={wg} et pour tout n > 1, F, :={w; : maxI =n}, (I CN* et fini).

De plus, par convention, posons :
By = {0r20p }

D’apres la question 1, on sait que les E,, vérifient les hypothéses de l’exercice 20.
Ainsi, si pour tout n € N, F,, est une base orthonormée de E,, © E,_1, il en découlera par I’exercice 20 que

U Fn est une base hilbertienne de H.
n>0

On procéde alors en trois étapes :

(1) on montre que U Fr est une famille orthonormé de H.
n>0

n
(2) on montre ensuite que # U Fir = dim(E,,) pour tout n € N.
k=0

n
(3) on finit par montrer, par récurrence, que U Fi est une base de E,, et F, une base de E, & E,_1 pour
k=0
tout n € N.

Remarquons que U Fn = {wl : I CIN*, ﬁm} Ainsi :
n>0

(1) D’abord, pour tout I C N*, fini, il vient directement que :

1

|wrllz = (/01 H(*I)QE(T“ dac)é = (/01 1 dsc)2 =1

iel

et donc, par ailleurs, on a bien wy € H.

Maintenant, montrons l’orthogonalité. Soient I,J C N*, finis, I # J. Posons :
I''=IN\INnJ et J:=J\INJ

Remarquons alors que :
(wr,wy) = (wr,wy)
puisque pour tout L € INJ, on a :
Vo € [051], wr(z)w;(z) = H(—l)E(zix) X H(—l)E(Qjm) x (—1)2EC0) = wn 3 (@) w3 (@)

iel jeJ
i#l i#l




On est donc ramené au cas I N J = &.

De plus, puisque l'on suppose I # J, on a nécessairement I # & ou J # &. On peut alors supposer sans
perte de généralité que I # & (et ainsi I U J # &). Posons :

n:=max(IUJ) et L:=ITUJ\{n}

On a alors :
<wI ,'lUJ> = <’LUL 7w{n}>

Ainsi, sin=1, on a :

1 3 1
(w;,uu)z(w{l},wg):/ wy1y () d:v:/ 1d;v+/ —1dx=0
0 0 1

2

-

Supposons maintenant n > 2. On a alors :
max(L) <n-—1
j o jt+1
on—1" 9n—1
Jj o oJj+1
on—1 ’ on—1
p p+1
ol7 ol |

Donc, en particulier, wy, est constante sur les [ [ pour 0 < j <2711,

En effet, soit j € [0;2"~! —1], pour tout | € L, [

p p+1
2l 9l

[ est inclus dans un intervalle de la forme

[ et (—=1)E@'2) est constante sur [

Montrons alors que l'on a :

J+1
n—1
Vie[o;2nt 1], ;= /2_ winy ()wp(x) de =0
2nj—1
Soit j € [0;2""1—1]. O tré t tant l Sl Not i cett tant
oit j € [0; ]. On a montré que wy, est constante sur les 5n=1  ga= |- Notons ¢; cette constante.
Alors : ‘
i
I; = / . cjw{n}(:z:) dx
Fn-T

De plus, remarquons que :

[ J _j+1[_ {2;’2;42[_ [Qj.2j+l[u[2j+l.2j+2[
2n—172n—1 -

AR n’ 2n 2n 7 gn
Donc : _ _
241 2j42
27 57
I; = /zj cjwiny(z) do + /2j+1 cjwiny(z) do
b o
Or: D olad
vie[0;2" —1],Vz € {Qn; ;rn [, winy(z) = (—1)'
D’o4 finalement :
2i41 2i+2 2j+1 2j+2
ST . ST . ST Pig Cs Cs
I = cj(—1)% d:c—i—/ cj (=)t dg :/ ¢; dx +/ —cjdr=-2-—--2=0

Ainsi, il vient que :

271,7171 277,—171

1 It
(wr,wy) = (Winy , wr) :/0 wipy(r)wr(z) dov = E / ) winy (z)wr(z) do = E I; =0
=0 YT =0

on—1

On a montré que pour tout I,J C N*, finis, I # J, |lwr]2 =1 et (wr,wy) = 0.

Donc U Fn est bien une famille orthonormé de H.
n>0




n
(2) En remarquant que pour tout n > 1, U Fr = {w; :IC[1 ;n]]}, il vient que :
k=0

VneN, # O Fi= En: (Z) = 9" = dim(E,,)

k=0 k=0

(8) Montrons par récurrence que la propriété suivante est vraie pour tout n € N :

P(n):” U Fi est une base de E,, et F,, une base de B, © E,_1"
k=0

On a que P(0) est vraie : Fo = {wg} est bien une base de Eyg = Ey © {OLQ([OJD} =FyeFE_;.

Supposons P(n) vraie pour un certain n € N.

n
Donc U Fi. est une base de E,,. Or on a :
k=0

n
k=0
et (méme argument que pour wr,) :

Fny1 = {wl :max] =n+ 1} C Enn

De plus, on a :

n+1
# | Fr = dim(Ep 1)
k=0
n+1
Donc U Fi. est une base de E,41.
k=0

n
Ensuite, Fpy1 est une famille orthogonale a U Fpn donec Froy1 CE41 60 F, etona :

k=1
n+1 n
# o1 =# J Fu — # | Fo = dim(En 1) — dim(E,) = dim(E, 1 © Ey)
k=0 k=0

Donc Fp41 est une base de Epy1 © Ey,.
Ainsi P(n + 1) est vraie.

Done, par principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N, et donc F,, est une base de E,, 11 © E,
pour tout n € N.

Et ainsi U Fn est bien une base hilbertienne de H.
n>0

C.Q.F.D.




