Analyse fonctionnelle

Alexandre Da Silva, Pierre Duluard, Yann Vernay

Feuille 4 - Exercice 19

Remarque Les questions 1 et 3 ont été traitées en TD. La question 1 montre le résultat suivant
qui sera utilisé par la suite :

Soit I € R un intervalle non-dégénéré et soit H un espace de Hilbert de fonctions sur I tel que
lespace des fonctions polynomiales sur I s’identifie avec R[X], soit contenu dans H et soit dense
dans H.

Si (Pp)n>0 est une famille orthonormée de fonctions polynomiales telle que Vn € N, deg(P,,) = n,
alors (P,)n>0 est une base hilbertienne de H.

Q.2. Dans cette question H = L?([-1,1], Bi_1.1], A\-1,1])-

Montrons que I’ensemble des fonctions polynomiales sur [—1,1] est inclus dans H et s’identifie
avec R[X].
Soit P € R[X]. L’intervalle [—1, 1] est fermée et P est continue, donc P est bornée sur [—1, 1], i.e.
aM e R,Vz € [-1,1],|P(z)] < M. On a alors f_ll |P(z)?dz < 2M?, donc P € H.

De plus, si P € R[X] tel que f_ll |P(z)|?dz = 0, on a alors P = 0 p.p. sur [—1,1], donc P = 0,
d’ot 'identification.

Montrons que ’ensemble des fonctions polynomiales est dense dans H.
Soit f € H et € > 0.
L’ensemble €>°(] — 1,1]) est dense dans L?(] — 1,1[), donc il existe § € €>°(] — 1,1[) telle que
IIf = dllz2g-11p < 5
En notant g € ¥°(]—1,1]) le prolongement par continuité de g & [—1, 1],
on obtient ||f — g||r2(—11)) = IIf = 9llr2q-11p < §
La fonction g est continue sur [—1, 1], donc par le théoreme de Weierstrass on peut approcher g
par un polynome, i.e. il existe P € R[X] tel que ||g — P||oo < ﬁe.
On a alors |lg — P|[z2(-11)) < V2|lg = Plleo < §-
Finalement, on a [[f — Pl[r2(-1,1) < |f = gll2(-1,1)) + llg = Pllr2-1,1)) < €, d’ott R[X] dense
dans H.

Montrons que Vn € N, deg(P,) = n.
Soit n € N, le polynéme (X2 — 1)" est de degré 2n, donc sa dérivée n
deg(P,) = n.

ieme

est de degré n, d’ou

Montrons que la famille (P,),>0 est orthonormée.
Soit n,m € N tel que n > m.
Remarquons que —1 et 1 sont racines d’ordre n de (X2 —1)" = (X +1)"(X — 1)”. On a donc
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pour 1 <i<m+1 L7'i((ac2 —1)™)(£1) =0, donc [Lﬂv((aﬁ2 - )" = (2 =)™k, =0.
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=0 car deg((X? —1)™) =2m
Les (Py)n>0 étant normées, ils forment une famille orthonormée de H.

Finalement, la famille (P,),>0 est donc une base hilbertienne de H.

Q.4. Dans cette question H = L?(R, g, ) avec v de densité e~ ’/2,

Montrons que I’ensemble des fonctions polynomiales sur R est inclus dans H et s’identifie avec
R[X].
Soit P € R[X]. Par croissance comparée, lintégrale [ |[P|*dv = [, |P(x)|2e~*"/2dz converge,
donc P € H.
De plus, soit P € R[X] tel que [; |P|*dv =0, on a alors [, |P(2)[2¢=*"/2dx = 0, donc P = 0 p.p.
Or P est continue, donc P = 0.

Montrons que ’ensemble des fonctions polyn(gmiales est dense dans H.
Soit h € RIX]*. On a h € H, donc [, |h(z)[2e™* /2dz < oo.
On pose alors g : z € R — h(z)e /4. On a Jplo(@)Pdz = [, \h(z)[2e=*"/2dz < oo, donc
g € LR, Bg, \).
De plus, h € R[X]*, donc VP € R[X], [ hPdv =0, i.e. ng(m)P(x)e_”’Z/‘lda: =0.
En particulier, Vn € N, fR x”g(m)e‘zz/‘ldﬂc = 0, donc d’apres l'exercice 18, g = 0 p.p., donc h =0
dans H.
Donc R[X]* = {0}, d’ott R[X] dense dans H.

Montrons par récurrence que Vn € N,deg(R,,) = n.
On a Ry = 7y, donc deg(Ry) = 0.
Supposons deg(R,,) = n pour n > 0.
On a alors pour x € R
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Donc Rn+1 - “/Zil (XRn - R;l)

Or par hypothese, deg(R,,) = n, donc deg(XR,,) =n+ 1 et deg(R),) =n — 1.
D’ou deg(Ry+1) =n+ 1.

Montrons que la famille (Ry,),>0 est orthonormée.
Soit n,m € N tel que n > m. _
Remarquons que pour 1 < i < m + 1,3Q; € R[X], L (e=*"/2) = Q;(x)e *"/2 — 0 par
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croissance comparée et donc toujours par croissance comparée, [Rgn )(x)%(e 27/2) ]t = .
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On a alors
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Les (Ryn)n>0 étant normées, ils forment une famille orthonormée de H.

Finalement, la famille (R,,),>0 est donc une base hilbertienne de H.



