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Soient f ∈ Ck(Rn) et φ ∈ Cc(Rn).
1. Montrons que f ∗ φ est défini en tout point.

Posons g : (x, y) ∈ (Rn)2 7→ φ(y)f(x− y). Comme φ ∈ Cc(Rn), il existe un compact K
de Rn tel que φ(x) = 0 pour tout x ∈ Rn∖K. Ainsi, g(x, y) = 0 pour tout y ∈ Rn∖K.
Fixons x ∈ Rn. L’application y 7→ g(x, y) est continue sur Rn et nulle en dehors du
compact K : elle est donc bornée donc intégrable sur K et∫

Rn

g(x, y) dy =

∫
K

g(x, y) dy.

Ceci assure alors que (f ∗ φ)(x) est bien défini.
2. & 3. Montrons que f ∗ φ ∈ Ck et que pour toute dérivée partielle ∂α d’ordre ≤ k,

∂α(f ∗ φ) = (∂αf) ∗ φ.
Il faut ici appliquer le théorème de dérivabilité des intégrales à paramètres.

i) Soit x ∈ Rn. La fonction y 7→ g(x, y) est bien intégrable d’après la question
précédente.

ii) Soit y ∈ Rn. La fonction x 7→ g(x, y) = φ(y)f(x − y) est Ck comme composée
d’applications Ck.

iii) Soient ∂α une dérivée partielle d’ordre ≤ k et B une boule fermée de Rn. Soient
x ∈ B et y ∈ K. On a

|∂αg(x, y)| = |φ(y)∂αf(x− y)| ≤ |φ(y)| ·M,

où M := sup
(x,y)∈B×K

|∂αf(x − y)|. En effet, la fonction (x, y) 7→ ∂αf(x − y) est

continue sur le compact B ×K donc bornée.
Par ailleurs, ∂αg(x, y) = 0 pour y ∈ Rn ∖K. Ainsi,

∀(x, y) ∈ B ×Rn, |∂αg(x, y)| ≤ M · |φ(y)|

qui est intégrable et indépendante de x.

Le théorème de dérivabilité des intégrales à paramètres assure alors que f ∗ φ ∈ Ck et
que pour tout x ∈ Rn,

∂α(f ∗ φ)(x) =
∫
Rn

∂αg(x, y) dy =

∫
Rn

φ(y)∂αf(x− y) dy = (∂αf ∗ φ)(x).

Ainsi, ∂α(f ∗ φ) = (∂αf) ∗ φ.
4. On suppose ici que f est une fonction polynomiale de n variables de degré ≤ m. Ainsi,

pour toute dérivée partielle ∂α d’ordre ≥ m+ 1, ∂αf = 0.
Considérons une dérivée partielle ∂α d’ordre ≥ m + 1. Alors on a d’après la question
précédente : ∂α(f ∗ φ) = (∂αf) ∗ φ = 0 ∗ φ = 0. Ainsi, f ∗ φ est polynomiale de degré
≤ m.

En effet, la formule de Taylor assure alors que pour x ∈ Rn, il existe c ∈ [0, x] tel que

(f ∗ φ)(x) =
∑

α∈Nn,|α|≤m

1

α!
∂α(f ∗ φ)(0)xα +

∑
α∈Nn,|α|=m+1

1

α!
∂α(f ∗ φ)(c)xα

︸ ︷︷ ︸
=0

,

ce qui assure que f ∗ φ est une fonction polynomiale de degré ≤ m.
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