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Feuille 5 - Exercice 28

Remarque Pour les questions 1 à 3, on se place dans le cadre plus général d’un espace mesuré
(X,T , µ) et on considère une fonction f : X → R mesurable.

Q.1. Soit f : X → R mesurable.
Pour t > 0, on note Ef (t) = {x ∈ X, |f(x)| > t}. On a alors Ff (t) = µ(Ef (t)).
On remarque que pour 0 < t < s, on a Ef (s) ⊂ Ef (t), donc Ff (s) ≤ Ff (t).
La fonction Ff est alors décroissante, donc mesurable.

Q.2. Soit f : X → R mesurable et p ≥ 1.

Cas où µ est σ-finie :

p

∫ ∞

0

tp−1Ff (t)dt = p

∫ ∞

0

tp−1λn(Ef (t))dt

= p

∫ ∞

0

tp−1

∫
X

χEf (t)(x)dµdt

= p

∫
X

∫ ∞

0

tp−1χEf (t)(x)dtdµ par Tonelli car tp−1χEf (t)(x) ≥ 0 et µ σ-finie

= p

∫
X

∫ |f(x)|

0

tp−1dtdµ car χEf (t)(x) = 0 pour t ≥ |f(x)|

=

∫
X

|f(x)|pdx = ||f ||pp

Cas général :
Soit f : X → R mesurable. On remarque que Ff = F|f |, donc on peut supposer f positive sans
perte de généralité.

Commençons par démontrer le résultat pour f : X → R une fonction étagée positive.
Il existe alors A0, A1, ..., An des éléments de T deux à deux disjoints (d.d.d.) et des réels stricte-

ment positifs λ0 < λ1 < ... < λn telle que f =
n∑
k=0

λkχAk
.

Tout d’abord, on a

||f ||pp =
∫
X

|f(x)|pdµ

=

∫
X

n∑
k=0

λpkχAk
(x)dµ car les (Ak)0≤k≤n sont d.d.d.

=

n∑
k=0

λpkµ(Ak)
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Si il existe i ∈ {0, 1, ...n} tel que µ(Ai) = +∞, alors ||f ||pp = +∞.

Dans ce cas, pour 0 < t < λi, Ff (t) = +∞ et donc p
∫ +∞
0

tp−1Ff (t)dt ≥ p
∫ λi

0
tp−1Ff (t) = +∞.

Finalement, on a ||f ||pp = p
∫ +∞
0

tp−1Ff (t)dt = +∞.

Sinon, ∀i ∈ {0, 1, ..., n}, µ(Ai) < +∞.
On a alors pour 0 < t < λ0, Ff (t) = µ(

⋃
j≥0

Aj) et si i ∈ {0, ..., n − 1} et λi ≤ t < λi+1, alors

Ff (t) = µ(
⋃

j≥i+1

Aj).

On a donc

p

∫ +∞

0

tp−1Ff (t)dt = p

∫ λ0

0

tp−1Ff (t)dt+

n−1∑
k=0

p

∫ λk+1

λk

tp−1Ff (t)dt car Ff (t) = 0 pour t ≥ λn

= p

∫ λ0

0

tp−1µ(
⋃
j≥0

Aj)dt+

n−1∑
k=0

p

∫ λk+1

λk

tp−1µ(
⋃

j≥k+1

Aj)dt

= λp0µ(
⋃
j≥0

Aj) +

n−1∑
k=0

(λpk+1 − λpk)µ(
⋃

j≥k+1

Aj)dt

= λp0µ(
⋃
j≥0

Aj) +

n∑
k=1

λpkµ(
⋃
j≥k

Aj)−
n−1∑
k=0

λpkµ(
⋃

j≥k+1

Aj))

= λp0µ(
⋃
j≥0

Aj) + λpnµ(
⋃
j≥n

Aj)− λp0µ(
⋃
j≥1

Aj) +

n−1∑
k=1

λpk[µ(
⋃
j≥k

Aj)− µ(
⋃

j≥k+1

Aj)]

=

n∑
k=0

λpkµ(Ak) car µ(
⋃
j≥k

Aj)− µ(
⋃

j≥k+1

Aj) = µ(Ak) comme les (Ak) sont d.d.d.

D’où ||f ||pp = p
∫ +∞
0

tp−1Ff (t)dt.

On considère désormais f : X 7→ R mesurable positive.
Il existe alors (fj)j≥0 une suite croissante de fonctions étagées positives telle que fj → f simple-
ment.

D’une part, par convergence monotone, on a
∫
X
|fj |p →

∫
X
|f |p, i.e. ||fj ||pp → ||f ||pp.

D’autre part, soit t > 0.
Pour k > l, on a ∀x ∈ X, fk(x) > fl(x) et donc Efl(t) ⊂ Efk(t), ce qui montre que la suite
(Efj (t))j≥0 est croissante.

Montrons alors que
⋃
j≥0

Efj (t) = Ef (t).

On a ∀j ≥ 0, fj ≤ f , donc Efj ⊂ Ef (t), d’où
⋃
j≥0

Efj (t) ⊂ Ef (t).

Soit x ∈ Ef (t), i.e. |f(x)| = f(x) > t (car f positive).
On a fj(x) → f(x), donc pour 0 < ϵ < f(x)− t, il existe j0 ∈ N tel que ∀j ≥ j0, |fj(x)− f(x)| ≤ ϵ.
Donc f(x)− fj0(x) ≤ ϵ < f(x)− t, i.e. fj0(x) > t.
Donc x ∈ Efj0(t) i.e. Ef (t) ⊂ Efj0 (t)⊂

⋃
j≥0

Efj
(t).

D’où
⋃
j≥0

Efj (t) = Ef (t).

On obtient donc µ(Efj (t)) → µ(Ef (t)), i.e. Ffj (t) → Ff (t), d’où Ffj → Ff simplement.
La suite (Fj)j≥0 est de plus croissante, donc (t 7→ tp−1Ffj (t))j≥0 également
et ∀t > 0, tp−1Ffj (t) → tp−1Ff (t).

Par convergence monotone, on a alors p
∫ +∞
0

tp−1Ffj (t)dt→ p
∫ +∞
0

tp−1Ff (t)dt.

Finalement, ∀j ≥ 0, ||fj ||pp = p
∫ +∞
0

tp−1Ffj (t)dt (car les (fj)j≥0 sont étagées) avec

• ||fj ||pp → ||f ||pp

• p
∫ +∞
0

tp−1Ffj (t)dt→ p
∫ +∞
0

tp−1Ff (t)dt
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Donc par unicité de la limite, ||f ||pp = p
∫ +∞
0

tp−1Ff (t)dt.

Q.3. Soit t > 0, on a

||f ||pp =
∫
X

|f(x)|pdµ

≥
∫
Ef (t)

|f(x)|pdµ

≥
∫
Ef (t)

tpdµ car |f(x)| > t pour x ∈ Ef (t)

≥ Ff (t)t
p

D’où Ff (t) ≤
||f ||pp
tp .

Q.4. Soit f ∈ Cc(Rn,R) non nulle et r ≥ 1.
Si ||f ||rr = 0, alors f = 0 p.p. et par continuité f = 0, ce qui est impossible car on a supposé f non
nulle. D’où ||f ||rr > 0.
Soit K = supp(f). Par continuité de f sur K compact, il existeM > 0 tel que ∀x ∈ K, |f(x)| ≤M .
On a alors ||f ||rr =

∫
K
|f(x)|rdx ≤Mrλn(K) < +∞.

Finalement, on a bien 0 < ||f ||rr < +∞.

Q.5.a) Soit a > 0.

On pose k : R → R définie par k(t) =

 t si |t| ≤ a
a si t > a
−a si t < a

, qui est clairement continue. On peut

alors remarquer que ga = k ◦ f , qui est donc continue par composée.
On note encore K = supp(f). Pour x ∈ Rn \K, f(x) = 0, donc ga(x) = k(f(x)) = k(0) = 0. On a
alors supp(ga) ⊂ supp(f), donc ga ∈ Cc(Rn,R).
On peut ensuite remarquer que f = ga + ha (donc ha = f − ga), et donc ha ∈ Cc(Rn,R) (car c’est
un espace vectoriel).

b) On rappelle que pour t > 0, on note Ef (t) = {x ∈ Rn, |f(x)| > t}.
Soit t > 0. Si t ≤ a, alors |g(x)| > t ssi |f(x)| > t, donc Eg(t) = Ef (t) et si t > a, alors
∀x ∈ Rn, |g(x)| < t, donc Eg(t) = ∅.

On en déduit que Fga(t) =

{
Ff (t) si t ≤ a
0 si t > a

et on a alors

||ga||22 = 2

∫ ∞

0

tFga(t)dt = 2

∫ a

0

tFf (t)dt

Soit t > 0.

|h(x)| > t ssi f(x)− a > t ou f(x) + a < −t
ssi f(x) > t+ a ou f(x) < −t− a

ssi |f(x)| > t+ a

On en déduit que Fha(t) = Ff (t+ a) et on a alors

||ha||1 =

∫ ∞

0

Fha
(t)dt =

∫ ∞

0

Ff (t+ a)dt =

∫ ∞

a

Ff (t)dt

3



c) Pour p ≥ 1 et a > 0, on a

||f ||pp = p

∫ ∞

0

tp−1Ff (t)dt

≥ p

∫ ∞

a

tp−1Ff (t)dt

≥ pap−1

∫ ∞

a

Ff (t)dt car t 7→ tp−1 est croissante

≥ pap−1||ha||1

D’où ||ha||1 ≤ 1
pap−1 ||f ||pp.

d) Pour t > 0, on note a(t) la solution positive de 1
pap−1 ||f ||pp = t

2 .

Soit t > 0 et a = a(t). Pour ξ ∈ Rn, on a

|ĥa(ξ)| = |
∫
Rn

e−ix.ξha(x)dx|

≤
∫
Rn

|ha(x)|dx

≤ ||ha||1

≤ 1

pap−1
||f ||pp

≤ t

2

Pour a > 0, on a f = ga + ha donc par linéarité de la transformée de Fourier, f̂ = ĝa + ĥa.
Soit t > 0 et a = a(t). Soit ξ ∈ Rn tel que |f̂(ξ)| > t. On a alors

|ĝa(ξ)| = |f̂(ξ)− ĥa(ξ)| ≥ |f̂(ξ)| − |ĥa(ξ)| > t− t

2
=
t

2

D’où {ξ ∈ Rn, |f̂(ξ) > t} ⊂ {ξ ∈ Rn, |ĝa(ξ) > t
2} et donc Ff̂ (t) ≤ Fĝa(

t
2 ).

Q.6. Dans cette question on notera pour t > 0, a = a(t).
Soit 1 < p < 2 et q tel que 1

p +
1
q = 1. Pour f ∈ Cc(Rn,R), on a

||f̂ ||qq = q

∫ ∞

0

tq−1Ff̂ (t)dt

≤ q

∫ ∞

0

tq−1Fĝa(
t

2
)dt d’après 5.d)

≤ 4q

∫ ∞

0

tq−3||ĝa||22dt d’après l’inégalité de Markov

≤ 4(2π)nq

∫ ∞

0

tq−3||ga||22dt d’après le théorème de Plancherel

≤ 8(2π)nq

∫ ∞

0

tq−3

∫ a

0

sFf (s)dsdt d’après 5.b)

≤ 8(2π)nq

∫ ∞

0

∫ a

0

tq−3sFf (s)dsdt

Or pour t, s > 0, tq−3sFf (s) ≥ 0, donc on peut appliquer Tonelli.
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De plus, a = ( 2p )
1

p−1 ||f ||
p

p−1
p t

−1
p−1 , donc s ≤ a ssi t ≤ 2

p ||f ||
p
ps

1−p. On obtient donc

||f̂ ||qq ≤ 8(2π)nq

∫ ∞

0

∫ 2
p ||f ||

p
ps

1−p

0

tq−3sFf (s)dtds

≤ 8(2π)nq

∫ ∞

0

sFf (s)[
tq−2

q − 2
]
2
p ||f ||

p
ps

1−p

0 ds car q > 2

≤ 8(2π)n
q

q − 2
(
2

p
)q−2||f ||p(q−2)

p

∫ ∞

0

sFf (s)s
(1−p)(q−2)ds

≤ 8(2π)n
q

q − 2
(
2

p
)q−2||f ||p(q−2)

p

∫ ∞

0

sp−1Ff (s)ds car (1− p)(q − 2) + 1 = p− 1

≤ 8(2π)n
q

p(q − 2)
(
2

p
)q−2||f ||p(q−2)+p

p

≤ 8(2π)n
q − 1

q − 2
(
2

p
)q−2||f ||qp car p(q − 2) + p = q

D’où ||f̂ ||q ≤ Cp||f ||p avec Cp = 2
q+1
q (2π)

n
q ( q−1

q−2 )
1
q p

2−q
q .

Q.7. La transformée de Fourier est une application F définie sur L1(Rn). L’objectif de cette
question est de prolonger cette application aux espaces Lp(Rn) pour 1 < p < 2.

Soit f ∈ L1 ∩ Lp.
Il existe (fj)j≥0 une suite de Cc(Rn) telle que fj → f dans L1 et Lp.

On a alors ||f̂j − f̂i||q ≤ Cp||fj − fi||p −→
i,j→+∞

0, donc (f̂j)j≥0 est une suite de Cauchy de Lq

complet, donc il existe h ∈ Lq telle que f̂j −→ h dans Lq. Il existe alors une extraction φ telle que

f̂φ(j) −→ h p.p.

D’autre part, f̂j −→ f̂ dans L1 par continuité de F (et donc f̂φ(j) −→ f̂ dans L1). Donc il existe

une nouvelle extraction ψ telle que f̂ψ(j) −→ f̂ p.p.

Finalement f̂ψ(j) −→ h p.p. et f̂ψ(j) −→ f̂ p.p., donc f̂ = h p.p.

On peut alors passer a la limite lorsque j −→ +∞ dans l’inégalité ||f̂ψ(j)||q ≤ Cp||fψ(j)||p, ce qui

donne ||f̂ ||q ≤ Cp||f ||p.

Montrons désormais qu’il est possible de prolonger F à tout Lp.
On sait que

• L1 ∩ Lp est un s.e.v. de Lp dense dans Lp.

• F : L1 ∩ Lp → Lq est linéaire continue (pour L1 ∩ L2 muni de la norme p).

On en déduit que F admet une unique extension continue de Lp vers Lq, que l’on notera encore F .
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