Analyse fonctionnelle

Alexandre Da Silva, Pierre Duluard, Yann Vernay

Feuille 5 - Exercice 28

Remarque Pour les questions 1 & 3, on se place dans le cadre plus général d’un espace mesuré
(X, 7, u) et on considere une fonction f : X — R mesurable.

Q.1. Soit f: X — R mesurable.

Pour ¢ > 0, on note E¢(t) = {z € X,|f(x)| > t}. On a alors Fy(t) =
On remarque que pour 0 < t < s, on a Ef(s) C Ey(t), donc Fr(s) < Fy(t).
La fonction Fy est alors décroissante, donc mesurable.

Q.2. Soit f: X — R mesurable et p > 1.

Cas ou p est o-finie :

p [ eEa=p [ E @)

:p/o tpfl/XXEf(t)(z)dﬂdt

= p/ / t”*lef(t)(x)dtdu par Tonelli car tpflef(t)(m) >0 et p o-finie
x Jo
[f ()]
= p/X/ tP~ dtdy car XE;t)(x) = 0 pour t > | f(z)]
0

— [ 1@ =1
X

Cas général :
Soit f : X — R mesurable. On remarque que Fy = Fj;|, donc on peut supposer f positive sans
perte de généralité.

Commencgons par démontrer le résultat pour f: X — R une fonction étagée positive.
Il existe alors Ag, Az, ..., A, des éléments de J deux a deux disjoints (d.d.d.) et des réels stricte-

ment positifs A\g < A\; < ... < A, telle que f= > Aixa,.
k=0
Tout d’abord, on a
17l = [ 1P
X

= Z Noxa, (@)dp car les (Ag)o<k<rn sont d.d.d.
X k=0

= Nu(Ay)
k=0



Si il existe i € {0,1,...n} tel que u(A;) = +oo0, alors || f|[h = +oc.
Dans ce cas, pour 0 < t < AuFf( ) = 400 et donc prroo P Ey(t)dt > pfoAi P~ Fy(t) = +oo.
Finalement, on a || f|[F = p TP Ry (t)dt =

Sinon, Vi € {0,1,...,n}, u(A;) < 4o0.
On a alors pour 0 < t < X, Fy(t) = p(J Aj) et sii € {0,....,n—1} et \; <t < A;yq, alors
J=0
Fr(t) =pu( U A4j).
j>i+
On a donc

+o00 Ao Ak+1
p/o tp_lFf(t)dt:p/O tPLFy(t) dt—i—z / tP~LFy(t)dt car Fy(t) = 0 pour t > )\,

Ao Akt
:p/ (| 4 dt+z / (| Aj)at
0 >0 J2k+1
= u(J 4) +Z N - Nt | At
§>0 G>k+1
n—1
= Xu(J 4;) +Z/\ (JAan-> 2u J 4)
§>0 >k k=0 j>k+1
n—1
=Ml A + e A5 = Mu(lU 4) + DM 4) —n( U 4))]
§>0 j>n j>1 k=1 i>k j>k+1

= Z/\ (A) car p(|J Aj) = u( | Aj) = n(Ax) comme les (Ay) sont d.d.d.

P>k j>k+1

Dol |If |l = p Jo =1 Fy(t)dt.

On considere désormais f : X — R mesurable positive.
Il existe alors (fj);>0 une suite croissante de fonctions étagées positives telle que f; — f simple-
ment.

D’une part, par convergence monotone, on a [y |f;|? = [y [f[P, i.e. [|f;|[5 — [[f][5.

D’autre part, soit ¢ > 0.
Pour k > [, on a Vo € X, fi(z) > fi(xz) et donc Ey,(t) C Ey,(t), ce qui montre que la suite
(Ey,(t))j>0 est croissante.

Montrons alors que U Eg (t) = Ef(1).

OnaVvj>0,f; <f, doncEfj CEf() d’ou U Ef]()CEf(t).

Soit x € E¢(t), i.e. |f(x)| = f(x) >t (car f posmve)

On a fj(z) — f(x), donc pour 0 < € < f(z) —t, il existe jo € N tel que Vj > jo, |f;(z) — f(x)| <e.
Donc f(z) — fj,(z) < e < f(z) — ¢, i.e. fj(x) >t

Donc z € Efjo(t) i.e. Ef(t) C Efjo(t)C L>J Efj(t)'

Dot |J Ey, () = Ef(t).
j=0

On obtient donc p(Ey, (t)) — u(Ef(t)), i.e. Fy (t) — Fy(t), dou Fy, — Fy simplement.
La suite (F});>0 est de plus croissante, donc (¢ — t#~1Fy, (t)) >0 également
et Vi > 0,171 Fy () — tP~ 1 Fy (1)
Par convergence monotone, on a alors pf0+°° tP=1Fy, (t)dt — pf0+°° tP=LFp(t)dt.
Finalement, Vj > 0, | f;|[) = p O+°O tP~1Fy, (t)dt (car les (f;)j>0 sont étagées) avec

o |1f5115 = 1If115

o p [ TIEy (H)dt — p [y T R (t)dt



Donc par unicité de la limite, || f[[) = pf0+°o tP=LFp(t)dt.

Q.3. Soitt>0,0n a
A1 = / (@) Pdu
X

Pq
> /E @

2/ tPdu car |f(x)| >t pour x € Ey(t)
By (t)

> Fy(t)tP

Dot Fy(t) < Uz

Q.4. Soit f € 6.(R",R) non nulle et r > 1.

Si [|f||- =0, alors f = 0 p.p. et par continuité f = 0, ce qui est impossible car on a supposé f non
nulle. D’ou || f||7 > 0.

Soit K = supp(f). Par continuité de f sur K compact, il existe M > 0 tel que Vo € K, |f(z)| < M.
On a alors ||f|[; = [ |f(x)]"dz < M"X(K) < 4o0.

Finalement, on a bien 0 < || f]|" < +o0.

Q.5.a) Soit a > 0.
t sift] <a
On pose k : R — R définie par k(t) =< a sit>a , quiest clairement continue. On peut
—a sit<a
alors remarquer que g, = ko f, qui est donc continue par composée.
On note encore K = supp(f). Pour x € R"\ K, f(z) = 0, donc g,(z) = k(f(z)) = k(0) =0. On a
alors supp(g.) C supp(f), donc g, € €.(R™,R).
On peut ensuite remarquer que f = g, + h, (donc h, = f — g4), et donc h, € E.(R™,R) (car c’est
un espace vectoriel).

b) On rappelle que pour ¢ > 0, on note E;(t) = {x € R",|f(z)| > t}.
Soit ¢ > 0. Sit < a, alors |g(z)] > t ssi |f(z)] > t, donc Eg(t) = Ef(t) et si t > a, alors
Vo € R", |g(z)| < t, donc E,(t) = 0.

it <
On en déduit que Fy, (t) = { Fy(t) sit<a et on a alors

0 sit>a

9al 2 = 2 / tFy, (t)dt = 2 / £ (1) dt

Soit t > 0.

|h(z)| >tssi f(z) —a>tou f(z)+a< —t
ssi f(z) >t+aou f(z) < —t—a
ssi|f(z)] >t+a

On en déduit que Fy, (t) = Fy(t + a) et on a alors

lhalls :/ Fha(t)dt:/ Ff(t+a)dt:/ Fy(t)dt
0 0 a



c) Pourp>leta>0,ona
o0

Il =p [ o=y

Zp/ PRy (t)dt

o0
> paP~! / Fy(t)dt car t + tP~1 est croissante
a

Zpa”_lllhaHl
Dot |[hall1 < 5oz |1 fI[5-

d) Pour ¢ > 0, on note a(t) la solution positive de ,mTI—1||ng =L
Soit t > 0 et a = a(t). Pour £ € R™, on a

|ha(€)] = | . e hy(2)dz|

Pour a >0, on a f = g4 + h, donc par linéarité de la transformée de Fourier, f = gq + ha.
Soit t > 0 et a = a(t). Soit & € R™ tel que |f(§)| > t. On a alors

19a(6)] = 1F(©)  Fal€)] > F(O) ~ ial€)] > 1~ 2 = 5

Dot {¢ € R",[(¢) >t} C {€ € R",|u(€) > £} et done Fy(t) < Fy, ().

Q.6. Dans cette question on notera pour ¢t > 0,a = a(t).
Soit 1 < p < 2 et g tel que :zlz + % = 1. Pour f € €.(R™,R), on a

o0
1Al =a | o tEar
< q/ooo tq_ngAa(%)dt d’apres 5.d)
<dq /OO t173|gu||3dt d’apres Pinégalité de Markov
0
< 4(2m)"q / h t973||ga||3dt d’apres le théoreme de Plancherel
0

8(2m)" / A 3/ sFy(s)dsdt d’apres 5.b)

8(2m)" / / t1735Fy(s)dsdt

Or pour t,s > 0, tq_3st(s) > 0, donc on peut appliquer Tonelli.



_r_ _
De plus, a = (%)P%leH,’;’ltpfll, donc s < assit < %||f\|£51*p. On obtient donc

. oo p2||f|BstTP
1£117 < 8(2m)"q / / 1935 F,y (s)dtds
0 0

tq—Q 2 Pgl—p
]é’”fllpg ds car ¢ > 2

< [ sFo—
q

3

.

q—2
q

< 8(2m)" )q—2\|f\|g<q—2>/ sFp(s)s17Pa=2) g
0

< 8(2m)"

[N T IN

)972||f][pla=) / sP Fs(s)ds car (1 —p)(g—2)+1=p—1
0

(2)a2 | pla=2+

pl@—2)'p

q—12 .
S8(27T)"q ()72||£]1% car p(q —2) +p=g¢q

< 8(2m)"

72p

1.1 2-g

R ~ g+1 nooa_1\1
Dot || fllq < Cyllf|lp avec C, = 2% (2m) 4 (I=5)op 7 .

Q.7. La transformée de Fourier est une application .# définie sur L*(R™). L’objectif de cette
question est de prolonger cette application aux espaces LP(R™) pour 1 < p < 2.

Soit f € L' N LP.
1l existe (f;);>0 une suite de €.(R") telle que f; — f dans L' et LP.
On a alors ||f; — fill, < Collfi — fillp —7 0, donc (fj)j>0 est une suite de Cauchy de L4
i,j——+00 =

complet, donc il existe h € L? telle que fj — h dans L9. Il existe alors une extraction ¢ telle que
fotiy — D pp. ) ) )

D’autre part, f; — f dans L' par continuité de .# (et donc foy — f dans L'). Donc il existe
une nouvelle extraction v telle que fw(j) — f p-p-

Finalement fy;y — h p.p. et fy;) — f p.p., donc f =h p.p.

On peut alors passer a la limite lorsque j — 400 dans l'inégalité || fyj)llq < Cpllfyi)llps ce qui
domne fll, < Cyll 1]

Montrons désormais qu’il est possible de prolonger .# a tout LP.
On sait que

e L' N LP est un s.e.v. de LP dense dans LP.
e 7 :L'NLP — L9 est lindaire continue (pour L' N L? muni de la norme p).

On en déduit que .# admet une unique extension continue de LP vers L?, que I’on notera encore .% .



