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Exercice 1.  Familles régularisantes

Une famille (pe)->0 est régularisante si :
(i) pe € L1 (RY).

(ii) / pe(x)de = 1.
RTL
(i) p > 0.
(iv) Pour tout § > 0 et R > 0, il existe g9 > 0 tel que

/ pe(x)dr < 0, Ve <ep.
R™\B(0,R)

1
1. Soit p € L1 (R™) telle que p > 0 et / p(x)dzr = 1. Soit p(x) := g—np(:p/e),

Ve > 0, Vo € R™. Montrons point par point que la famille (p:)e>0o est régularisante.

n

Démonstration. (i) Soit
® : R — R7
x
r — =
€

alors ® est un C'-diffeomorphisme. On a alors p.(x) = po ®|Jp|. Si p est intégrable,
alors p o ®|Jp| est intégrable aussi. On en déduit alors que p.(x) est intégrable et
donc que p. € L1 (RM).

(ii) Cette propriété découle du changement de variable donné en (i) :

| o= | ZoZ)de

par (i) = /n<po<1>Jq>|><x> dx

= / p(x)dx = 1.
O(R™)

(iii) On a p > 0 donc p. > 0 pour tout € > 0.
(iv) Soit 6 > 0. Posons fi(x) = p(z)Lp(ok (v) et donc fi est croissante. Par ailleurs,

fr(z)de = / p(z) dz. Par le théoréme de convergence monotone,
R" B(0,k)

fu@yde — [ p)da
R k—+oco Jrn

< [ p@)lpon(z)ds W p(z) dz
Rn —+00 JRrn

& plr)de — p(x) dx
B(0,k) k—+oco Jrn
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On a alors que

x)der — 0.
/Rn\B(O,k) p( ) k—+o00

Par suite, il existe donc un kg € N tel que / p(x)dx < 0.
R™\B(0,ko)
On a par changement de variable

Ve >0, / pe(x) de = / p(z) dz.
R™\ B(0,R) R™\B(0,2)

R
Posons g9 = T alors

0
/ Peo(x) dx = / p(x)dx < 0.
R"\B(0,R) R™\ B(0,ko)

Soit € < gy,
[ = | p(a) da
R\ B(0,R) R™\B(0,2)
</ p(w) da
R”\B(O,%
<.
La famille (pz)s>0 est donc bien régularisante. O

2. Soit (pe)e>o une famille régularisante. Si f € C(R™) et lim f(x) = 0, montrons

|z| =400
que f * p. — f uniformément sur R” quand € — 0.

Démonstration. Soit 6 > 0. Puisque f est une fonction continue de R" et qu’elle est nulle a
I’infini, on a d’aprés le théoréme de Heine que f est uniformément continue. Il existe donc
R > 0 tel que

2= a] < R= |f(2) - fla)| < 2.

On sait de plus que (p:)e>0 est une famille régularisante. Il existe un g tel que pour tout

e < €op,
0

pe(y) dy < .
/Rn\B(o,R) =) 4y < 7T

Par suite, on a

|(f * pe) () = fl2)| = - fx—y)p(y) dy — f(x)

[ s@-vpay- | pa(y)f(x)dy'
RTL

n

=| [ r-wre =0 - renay
< [ o)lie—w) - f@)dy
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Et on a que

L@l —swlay= [ oy - sl dy

+f DI =) = 1) dy
R\ B( OR)

Ainsi, on a

o
[ ol —v - f@ldy <3 wydr+ ||
" 2 JBo,r Hf [l
<é+é
-2 2
Ce qui démontre bien que f * p. — f uniformément sur R"™ quand ¢ — 0. O
*

Exercice 2.  Convergence simple

Soit (pe)e>o une famille régularisante. Si f € C(R™) et lim f(z) = 0, montrons que

|z| =400
f * pe = f simplement sur R" quand ¢ — 0.
Démonstration. On a
f ¥ pea / f(@ — y)pe(y) dy
1
flz— )TLP( ) dy

et en prenant

un Cl-difféomorphisme et h(z) =

f(x —ez). On a part le théoréme de changement de
variable

[ty = [ p)owlalw)dy

= / h(z)p(z)dz
B(R")

= [z —e2)p(z) d=.
Rn
On a de plus que |f(z — 2)p(2)] < p(2) || f]

o Par le théoreme de continuité des
intégrales a parameétres, on a donc
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/.

flz —ez)p(z)dz —

e—0

f(@)p(z) dz

R

@ [ o)z
().
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