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Feuille 2 : Ex 5.1. (Inégalité de Clarkson)
Soit p un réel tel que p ≥ 2. On montre l’inégalité de Clarkson, valable pour toutes fonctions mesurables
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On commence par établir quelques inégalités intermédiaires sur les réels.

(a) Soient r ≥ 1 et α, β ≥ 0. On a

(α+ β)r = (α+ β)(α+ β)r−1 = α(α+ β)r−1 + β(α+ β)r−1

Or α+ β ≥ α, α+ β ≥ β, et r − 1 ≥ 0, d’où

(α+ β)r ≥ ααr−1 + ββr−1 = αr + βr (1)

De plus, l’application R+ ∋ x 7→ xr est convexe car r ≥ 1, d’où par l’inégalité de Jensen(
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(b) Soient x, y ≥ 0. Comme p ≥ 2, on a p
2 ≥ 1 d’où par (1) :
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(c) Soient a, b ∈ R. Par (3), on a∣∣∣∣a+ b
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Ainsi on a

∀a, b ∈ R,
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(d) On peut maintenant montrer l’inégalité de Clarkson.
Soient f et g des fonctions mesurables sur (X,T , µ). On a∥∥∥∥f + g
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Or d’après (4) :
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Les intégrandes étant mesurables positives, on en déduit∥∥∥∥f + g
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(e) On peut appliquer cette inégalité pour montrer le résultat suivant :
Si (fj)j≥1 est une suite de Lp(X,T , µ) telle que :
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Alors (fj)j≥1 converge dans Lp.
Remarquons qu’ici les fj doivent être dans Lp puisque on demande qu’elles soient de norme p finie.

Par la question précédente, on a∥∥∥∥fj − fk
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quand j, k → ∞. Ainsi (fj)j≥1 est une suite de Cauchy de Lp, qui est complet, donc (fj)j≥1 converge dans
Lp.
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