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1 Exercice 6 de la feuille 3 du TD d’Analyse
Fonctionnelle

Soit une fonction f définie de R dans R telle que f : R — R. Supposons que
f soit a-Holderienne pour a > 1 c’est-a-dire qu’il existe 0 < C' < +oo tel que
|f(z) — f(y)] < Clx —y|*, pour tout z,y € R. Prenons 'application w définie
par :

[ 10, +o0[—= [0, +x]

’ { t—te

On a bien dans ce cas, pour o > 1, }ir% w(t) = 0 et si on pose la suite (t;)jen
—

par t; = exp(—j), on a alors lim CAG DR TN ) M T

jortoo Li j—rtoo Li jotoo exp(=J)
EIEOO exp(—j - (. — 1)) = 0sion prend le cas ou @ > 1. On remarque également
que |f(z) — fly)| < Clz —y|* = C - w(|z —y|) , pour tout z,y € R. D’ou le
point (2) est bien un cas particulier de (3)-(5).

Montrons alors dans la suite de 'exercice que si la fonction f : R — R telle
qu’il existe 0 < C' < +o0 avec |f(x) — f(y)] < C-w(|z — y|) pour tout =,y € R
alors f est constante et avec w :]0, +o00[— [0, +00].

- Question 1 :

Montrons que f est continue (et méme uniformément continue). Soit € > 0,
la condition que }51% w(t) = 0 nous donne qu’il existe § > 0, tel que pour tout
t €0, oo, [t=0] =[t| <6 = |w(t) —0] < § avec 0 < C < +oo. D’ou
il existe § > 0, tel que pour tous z,y € R, [z —y| <6 = w(lz—yl) < &.
D’ou on peut donc dire que |f(x) — f(y)] < C-w(|z —y|) < C- & = € pour tous
z,y € R. On peut donc conclure que :

Ve,y e R,Ve > 0,30 >0,z —y| <J = |f(z) — f(y)| <e

D’ou on peut conclure que f est continue (et méme uniformément continue)
sur R.

- Question 2 :

exp(—jo) _



Soient z,y,z € R, on a alors pour tout d > 0 :

19°(z) — ¢°(v)]
oy /R f(@ — 2)ps(2)dz — /R f(y - 2)ps(2)dz]
oy /R (F(z—2) — F(y — 2))ps(2)d]
< /R (F(e = 2) — F(y - 2))ps(2)ldz
< [ Crulle—z—y+ 2Dps(ents = [ C-alle—slios(:)iz

—Cwlz—yl)- /Rpawz —Cw(lz—y))

On montre alors que pour tout § > 0, g° = f * gs vérifie la proposition (5)
de I’énoncé de l'exercice en utilisant 'inégalité triangulaire de I'intégrale et le
fait que ps € C*(R,R+) soit un noyau régularisant, d’ou que [ ps(z)dz = 1
pour tout z € R.

- Question 3 :

La fonction ¢° avec 0 > 0, est de classe C*°, donc dérivable sur R, on a alors
pour tout z € R, }1111% w = (¢°)(x) avec h > 0.

En particulier pour h = t; quand j — +oco (d’ou quand h — 0), on a alors
S(z4t;)—g (z S(z+t)—g’ (z
jiiinoog ( +t%3 g (=) _ (%) (z) lg°( +t13 g° (=) <
C-M%Oquandj%—l—oo.

3]
9% (w+t;)—g° (x)
2]

, mais on a pour tout x € R,

On en déduit que lim = (¢%)(x) = 0 pour tout = € R. La

Jj—+oo
fonction g‘5 est constante sur R.

- Question 4 :

Pour conclure, on applique le théoreme de régularisation par convolution,
comme f est une fonction uniformément continue sur R et que ps est un noyau
régularisant sur R & valeurs dans R+. De plus la fonction ¢° est continue et
bornée car elle est constante.

D’ou la fonction g° = f* ps converge uniformément vers la fonction f quand
§ — 0, c’est & dire que pour tout z € R, |f(z) — ¢°(z)| = | f(z) — f * ps(z)| — 0
quand 6 — 0.

Donc comme la fonction ¢° est constante pour § > 0, on en déduit que la
fonction f est constante. Comme la fonction ¢° est de classe C> sur R, on a
alors la fonction f qui est localement intégrable sur R.

Comme la fonction f vérifie la proposition (2) de 1’énoncé de I'exercice, on
en déduit qu’il n’est pas intéressant de prendre le cas ou a > 1.



