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Q.1. Soit f ∈ L2(X,T , µ).
La mesure µ est fini, donc la classe de la fonction constante égale à 1, notée 1 appartient à
L2(X,T , µ). On a de plus ||1||2 = (

∫
X
1dµ)

1
2 =

√
(µ(X).

On applique Cauchy Schwarz entre f et 1, ce qui donne :∫
X

|f |dµ ≤ ||1||2||f ||2

≤
√

(µ(X)||f ||2
Donc f ∈ L1(X,T , µ), d’où L2(X,T , µ) ⊂ L1(X,T , µ).
On remarque également que ||f ||1 ≤

√
(µ(X)||f ||2

Q.2. Soit φ ∈ (L1(X,T , µ))′. On note φ̃ la restriction de φ à L2(X,T , µ), qui est clairement
une forme linéaire sur L2(X,T , µ).
La continuité de φ donne l’existence de C ∈ R tel que ∀f ∈ L1(X,T , µ), |φ(f)| ≤ C||f ||1.
Soit f ∈ L2(X,T , µ), on a alors

|φ̃(f)| = |φ(f)| ≤ C||f ||1
≤ C

√
µ(X)||f ||2

D’où la continuité de φ̃.

Q.3. D’après le théorème de représentation de Riesz, (L2(X,T , µ))′ = L2(X,T , µ).
D’après la question précédente, φ̃ appartient à (L2(X,T , µ))′, donc il existe g ∈ L2(X,T , µ) telle
que pour tout f ∈ L2(X,T , µ), on a

φ̃(f) =

∫
X

fgdµ

Q.4. Soit h dans la classe de g et A = {x ∈ X, |h(x)| > ||φ||}.
On remarque que A = h−1(]||φ||,+∞]), donc A est mesurable.
On pose alors f = sgn(h)χA, qui est mesurable.
On a

∫
X
|f |2dµ =

∫
A
1dµ = µ(A), donc f ∈ L 2(X,T , µ) et ||f ||2 =

√
µ(A).

De plus,
∫
X
|f |dµ =

∫
A
1dµ = µ(A), donc f ∈ L 1(X,T , µ) et ||f ||1 = µ(A).

Supposons µ(A) > 0, alors

|φ(f)| = |
∫
X

fhdµ|

= |
∫
A

sgn(h)hdµ|

=

∫
A

|h|dµ

>

∫
A

||φ||dµ

> ||φ||µ(A) = ||φ||||f ||1

Donc |φ(f)|
||f ||1 > ||φ||, ce qui est impossible car par définition ||φ|| = sup

f∈L1

|φ(f)|
||f ||1 .

D’où µ(A) = 0.

On a alors |h| ≤ ||φ|| p.p., donc h ∈ L ∞(X,T , µ), i.e. g ∈ L∞(X,T , µ) et ||g||∞ = ||h||∞ ≤
||φ||.
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Q.5. Soit φ ∈ (L1(X,T , µ))′.
D’après les questions précédentes, il existe g ∈ L∞(X,T , µ) telle que ∀f ∈ L2(X,T , µ), φ(f) =∫
X
fgdµ.

Montrons que cette égalité peut s’étendre à tout f dans L1(X,T , µ).
Soit f ∈ L1(X,T , µ), on note encore f un de ses représentants.
On pose pour n ∈ N, An = {x ∈ X, |f(x)| ≤ n} et fn = fχAn .
Soit n ∈ N, on a ∫

X

|fn|2dµ =

∫
An

|f |2dµ

≤ n2µ(An) < +∞

Donc, ∀n ∈ N, fn ∈ L 2(X,T , µ).
De plus, on note A = {x ∈ X, |f(x)| = ∞}. Cet ensemble est clairement négligeable car f
appartient à L 1(X,T , µ).
Soit x ∈ X \A, il existe alors n0 ∈ N tel que f(x) ≤ n0 et donc ∀n ≥ n0, fn(x) = f(x).
D’où, ∀x ∈ X \A, fn(x) → f(x), i.e. fn → f p.p.
D’autre part, on a ∀n ∈ N, |fn| ≤ |f |.
Les (fn)n≤0 définissent donc une suite de L2(X,T , µ) (donc de L1(X,T , µ)) qui vérifie :

• fng → fg p.p.

• ∀n ∈ N, |fng| ≤ ||g||∞|f | p.p. (intégrable sur X)

D’après le théorème de convergence dominée, on a donc

φ(fn) =

∫
X

fngdµ →
∫
X

fgdµ

De plus, on a aussi φ(fn) → φ(f) par continuité de ϕ, d’où

φ(f) =

∫
X

fgdµ

On sait déjà que ||φ|| ≥ ||g||∞. Montrons que c’est en fait une égalité.
Soit f ∈ L1(X,T , µ), on a

|φ(f)| ≤
∫
X

|f ||g|dµ

≤ ||g||∞
∫
X

|f |dµ

≤ ||g||∞||f ||1

Donc ||φ|| ≤ ||g||∞, d’où ||φ|| = ||g||∞.

Montrons l’unicité de g. Supposons que g1 et g2 conviennent. On a alors ∀f ∈ L1(X,T , µ), φ(f) =∫
X
fg1dµ =

∫
X
fg2dµ, i.e.

∫
X
f(g1 − g2)dµ = 0. D’où g1 = g2 p.p., et donc l’unicité dans

L1(X,T , µ).

Réciproquement, soit g ∈ L∞(X,T , µ) et φ : f ∈ L1(X,T , µ) 7→
∫
X
fgdµ ∈ R.

Alors φ est clairement linéaire et pour tout f ∈ L1(X,T , µ), |φ(f)| ≤ ||g||∞||f ||1, donc φ est
continue, d’où φ ∈ (L1(X,T , µ))′.

Remarque Le résultat reste vrai si µ est une mesure σ-finie.
Dans ce cas, il existe une partition dénombrable (Xn)n≥0 de X telle que ∀n ∈ N, µ(Xn) < +∞.
Soit φ ∈ L1(X,T , µ).
D’après le résultat précédent, pour tout n ∈ N il existe gn ∈ L∞(X,T , µ) telle que la restriction
φn de φ à Xn vérifie ∀f ∈ L1(Xn,T , µ), φn(f) =

∫
Xn

fgndµ.

On pose g =
∑

n≥0 gnχXn ∈ L∞(X,T , µ), qui vérifie alors ∀f ∈ L1(X,T , µ), φ(f) =
∫
X
fgdµ.
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