
Exercice 1 :

Soit 𝐾 ⊂ 𝑅𝑛 compact et 𝜀 > 0.

On pose 𝐾𝑗 = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝑑(𝑥, 𝐾) ≤ 1/2𝑗};

Etape 1 : Montrons que 𝐾𝑗 ↘ 𝐾
Nous avons tout d’abord que 𝐾𝑗+1 ⊂ 𝐾𝑗 et que 𝐾 ⊂ 𝐾𝑗, il ne reste plus qu’à
montrer que ∩𝑗𝐾𝑗 ⊂ 𝐾
Si 𝑥 ∈ 𝐾𝑗 pour tout j, alors d(x,K) � 1/2^j pour tout j. D’où, 𝑑(𝑥, 𝐾) = 0,
comme K est compact alors il est fermé et donc 𝑥 ∈ 𝐾
Conclusion : 𝐾𝑗 ↘ 𝐾
Etape 2 : Montrons que 𝜆(𝐾𝑗) → 𝜆(𝐾)
𝐾1 ⊂ 𝑅𝑛, or 𝑅𝑛 est un espace vectoriel de dimension finie, de plus 𝐾1 est fermé
et borné, donc il est compact.

Comme 𝐾1 est compact et que 𝜆(𝐾1) < ∞, d’après le théorème de la suite
décroissante, 𝜆(𝐾𝑗) → 𝜆(𝐾) quand 𝑗 → ∞
Etape 3 : On fixe un 𝑗 tel que 𝜆(𝐾𝑗) < 𝜆(𝐾) + 𝜀.

Soit 𝑙 tel que 𝑙√(𝑛) ≤ 1/2𝑗 et soit 𝐹 la collection des cubes de la forme [𝑎1, 𝑎1+𝑙[
x … x [𝑎𝑛, 𝑎𝑛 + 𝑙[
Soit 𝔊 = {𝑄 ∈ 𝐹; 𝑄 ∩ 𝐾 ≠ ∅}
𝔊 est finie et 𝐾 ⊂ 𝔊. De plus, par construction les cubes sont disjoints.

Pour tout 𝑄 ∈𝔊 Pour tout 𝑦 ∈ 𝑄, 𝑑(𝑦, 𝐾) < 𝑙√𝑛 ≤ 1/2𝑗 d’où ∪𝑄∈𝔊𝑄 ⊂ 𝐾𝑗

Ainsi, 𝜆𝑛(∪𝑄∈𝔊𝑄 𝐾) ≤ 𝜆𝑛(𝐾𝑗 𝐾) < 𝜀
Conclusion : Les cubes vérifient les 3 propriétés.
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2) Soit B ⊂ Rn un borélien de mesure finie.
On sait à l’aide de la question 1 qu’il existe un entier k et D1, ..., Dk des cubes
rationnels tels que :
µ(∪Dj \ K) < ϵ2 avec K ⊂ B un compact tel que µ(B \ K) < ϵ1 (et ϵ1 et ϵ2
que l’on déterminera plus tard)
On a donc : {

µ(B)− µ(K) < ϵ1∑k
j=1 µ(Dj)− µ(K) < ϵ2

Avec la première ligne, on a donc :

∥χB−χK∥p = (

∫
Rn

|χB(x)− χK(x)|p dx)
1
p = (

∫
Rn

|χB\K(x)|p dx)
1
p = (

∫
Rn

|χB\K(x)|dx)
1
p

car χ est soit nulle soit égale à 1 donc la puissance p ne change pas le résultat.

Alors :

∥χB − χK∥p = µ(B \K)
1
p < ϵ

1
p

1

De la même manière, avec la deuxième ligne, on obtient :

∥
∑k

j=1 χDj
−χK∥p = (

∫
Rn

|
k∑

j=1

χDj
(x)− χK(x)|p dx)

1
p = (

∫
Rn

|χ∪Dj\K(x)|p dx)
1
p =

(

∫
Rn

|χ∪Dj\K(x)|dx)
1
p

car χ est soit nulle soit égale à 1 donc la puissance p ne change pas le résultat.

Alors :

∥
∑k

j=1 χDj − χK∥p = µ(∪Dj \K)
1
p < ϵ

1
p

2

Avec l’inégalité triangulaire, on a finalement :

∥χB −
∑k

j=1 χDj∥p ≤ ∥χB − χK∥p + ∥χK −
∑k

j=1 χDj∥p < ϵ
1
p

1 + ϵ
1
p

2

En choisissant donc ϵ1 et ϵ2 tels que :{
ϵ

1
p

1 = ϵ
2

ϵ
1
p

2 = ϵ
2

⇒
{

ϵ1 = ( ϵ2 )
p

ϵ2 = ( ϵ2 )
p

On a bien montré que ∥χB −
∑k

j=1 χDj
∥p < ϵ

3) On a E={
∑

finie λjχDj , λj ∈ Q,Djcubes rationnels} est au plus dénombrable.
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On veut montrer que E est dense dans Lp .
Montrons que E = Lp(Rn)
On a {χB , B ∈ B(Rn), µ(B) < +∞} ⊂ E

Soit U = { u =
∑k

j=1 λjχBj , Bj ∈ B(Rn), λj ∈ R , µ(Bj) < +∞}, mon-

trons que U ⊂ E pour tout k.
Soit ϵ > 0,∃uj ∈ E tel que ∥uj − u∥p < ϵ1, pour tout j.
De plus, ∃rj ∈ Q tel que |rj − λj | < ϵ2 pour tout j (et |rj | ≤ |λj |).
On a donc : ∥

∑k
j=1 rjuj − u∥p = ∥

∑k
j=1(rjuj − λjχBj

)∥p
Alors : ∥

∑k
j=1 rjuj − u∥p = ∥

∑k
j=1 rj(uj − χBj

) +
∑k

j=1(rj − λj)χBj
∥p

∥
∑k

j=1 rjuj − u∥p ≤
∑k

j=1 |rj |∥uj − χBj
∥p +

∑k
j=1 |rj − λj |∥χBj

∥p
∥
∑k

j=1 rjuj − u∥p < k ×max|λj | × ϵ1 + k × ϵ2 ×max∥χBj
∥p.

On choisit ensuite ϵ1 et ϵ2 pour qu’on trouve ∥
∑k

j=1 rjuj − u∥p < ϵ
On pose donc ϵ1 = ϵ/(2k ×max|λj |) et ϵ2 = ϵ/(2k ×max∥χBj

∥p)
Or,

∑k
j=1 rjuj ∈ E donc u ∈ E : U ⊂ E.

On remarque d’après la définition de E que E ⊂ Lp.
Finalement, on veut montrer que Lp ⊂ E, pour 1 ≤ p < +∞.
On va utiliser la propriété suivante :
∀f ∈ Lp,∀ϵ > 0,∃g ∈ Lp étagée telle que ∥f − g∥p < ϵ.
Preuve : Soit f∈ Lp, il existe (fj)j une suite de fonctions étagées telles que
fj → f simplement. On a donc |fj | ≤ |f | pour tout j. Cela implique que
fj ∈ Lp car f ∈ Lp et, par convergence dominée, fj → f dans Lp, ce qui montre
la propriété ci-dessus.

Soit f ∈ Lp, avec la propriété ci-dessus, on peut trouver B tel que ∥f−χB∥p < ϵ

et d’après la question 2, il existe u =
∑k

j=1 χDj
telle que ∥χB − u∥p < ϵ. On a

donc ∥f − u∥ ≤ ∥f − χB∥p + ∥χB − u∥p < 2ϵ.
Or, u ∈ U ⊂ E donc f∈ E.

Finalement, E est dense dans Lp. Donc (Lp, B(Rn),µ) est séparable.
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