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Séries de Fourier

Toutes les intégrales sont calculées par rapport a la mesure de Lebesgue.

Notations B

e D (respectivement D) désigne le disque unité (respectivement le disque unité fermé) de C;
0?g  D%g

e g: D — C est harmonique si elle est de classe C? et —= + —= =0;
ox?  Oy?

o # ={f:R— C;f Lebesgue mesurable et 27 — périodique} ;

e ¢ =4NCR,C);

e 6 =.4NC>R,C);

epour 1 < p<oo, [P ={fe.#; fe LP(]0,2n[)}. Ici, |0,2n[ est muni de la mesure de
Lebesgue. On munit L? de la norme || f||z» = (27T)_1/p||f|]o,27r[||Lp(]0,2ﬂ[) ;

e pour f € L', on pose :

a) pour n € Z, ¢, = cp( / f(t)e ™™ dt;
T o

b) pour n € N, S, = S, (f) = Sn(f)(x) = Z ce(f)e™

k=—n

> Self)()

c) pour n € N, F, = F,,(f) = F.(f)(z) = n+1

1 2
e Le produit scalaire dans est (f,9) = — t)g(t)di. La méme formule déninit (f, g) si
L dui laire d L? f 5 f dt. L fi le définit (f
m™Jo

feLPet ge Li avec p et q conjugués.

Résultats admis

e pour 1 < p < oo, € (et donc ¥) est dense dans LP.

o Théoreme de Banach Steinhaus. Soient E, F' deux espaces de Banach. Soit (7},) une suite
d’opérateurs linéaires et continus de E vers F. Si, pour tout e € E, la suite (7,(¢e)) est bornée
dans F', alors la suite (||7,||.#z,r)) est bornée.

e Principe du mazimum. Soit g : D — R une fonction harmonique dans D et continue dans D.
Soit h = gjsp. Alors g > min h.

e Théoreme de Riesz. Si 1 < p < oo et ¢q est l'exposant conjugué de p, alors || f||» =
sup{(f.9) ; g € L [lglle <1}

I.

a+2m 27
Exercice 1. Si f € L', montrer que / ft)dt = / f(t)dt, a € R.
a 0
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Exercice 2. Montrer que les fonctions de % sont uniformément continues.

gin2 (P11
Exercice 3. Montrer que F,,( / f(t)®,(x—t)dt,ou P, € € et O,(t) = 2 7
m(n+1)sin® =
sit &2n7.
Exercice 4. Montrer que ®,, a les propriétés suivantes :
a) &, e L;
b) (I)n > 0;

27
c) / ,(t)dt =1;
0
d) ¢, "% () uniformément sur les compacts de R \ 27Z.

Exercice 5. Montrer que, pour toute suite (®,) satisfaisant a)-d) ci-dessus et pour toute
2m

fonction f € €, on a f, =3 f uniformément sur R, o f,(x) := f@&)P,(z — t)dt.
0

En déduire le théoreme de Fejér : si f € €, alors F,(f) =% f uniformément sur R.

II. Soient f,g € .#. On définit, si cela a un sens, f * g(z =3 / f)g(x —t)dt
T
Exercice 1. Si f € L' et g € L? (avec 1 < p < 00), montrer que f* g € L et que || f * g||1» <

[Fllze gl ze-

Exercice 2. Soit %, I'application f +— F,(f). Pour 1 < p < oo, montrer que .%,, : [P — L
est bien définie, linéaire, continue et de norme égale a 1.

Exercice 3. En déduire que, si 1 < p < oo et f € LP, alors F,(f) =3 f dans L.
Montrer que ce résultat est faux dans L.

Exercice 4. Montrer que, pour g € L', la norme de lapplication L' > f + fxg € L' est
lgllzr-

I1I.

Exercice 1. Montrer qu’il existe C' > 0 tel que

2
cotgg——‘SC’pourO<\x|§7r.
x

Exercice 2. Montrer qu’il existe C' > 0 tel que
™| sinnt 2
[ 2,
0 t T

Exercice 3. Trouver W, telle que S,,( / fOV, (z—t)dt, fe L.

<C, neN".

Exercice 4. Montrer que :



27
a) W, € L' est une fonction paire et / U, (t)dt = 1;
0

sin nx

b) il existe C' > 0 tel que |V, (z) —

<Cpour0<|z]<metneN,;

T

2
¢) il existe C' > 0 tel que |||V, 1 — 5 Inn| < C.
m

Exercice 5. Montrer qu’il existe f € L' telle que limsup ||S,(f)||z: = oo. En déduire qu’en
n—oo

n—oo
général, si f € L', S,(f) #/— f dans L.

Indication : on pourra raisonner par l’absurde.

IV.

Exercice 1. Soit f € . telle que |f| < 1. Montrer qu'il existe une suite (f,,) C € telle que
|fn]l < 1et f, = f p. p. par rapport a la mesure de Lebesgue dans R.

Exercice 2. Si f € L™ et g € L! et , montrer que f* g € €.
Indication : commencer par le cas g(x) = ™.

Exercice 3. Soit ¢ € L'. Soit T l'application f — f % g. Montrer que ||T|| g ) =
1T 2w = llgller-

n—oo

Exercice 4. Montrer le théoréeme de du Bois-Reymond : il existe f € € telle que S, (f) /= f
uniformément.

Dans la suite de cette partie, on se propose de construire explicitement une fonction f € €
n—oo

telle que S, (f) #— f uniformément.

Exercice 5. On pose K, (t) = cost + cos2t + ... + cosnt. Montrer que, pour ¢ ¢ 27Z, on a
1

sin (n+ — |t
2 1
Kalt) = ——4—3.
2sin —

2

n . .t
Exercice 6. Soit f,(t) = Z ST

J

=1
a) Montrer qu’il existe C' > 0 tel que

t .
fn(t)—/ Mds’ <C, neN, t o]
0

S

b) Montrer que la suite (|| f,|/z~) est bornée.

Exercice 7. Donner un exemple de deux suites, (ny)r>1 d’entiers, (a)r>1 de réels strictement
positifs, telles que :

k—o0

(H) ngy1 > 3ng, Zak < o0, aplnng —— oo.
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Exercice 8. On pose, avec les f, de lexercice 6 et (ny), (o) satisfaisant (H), gx(t) =

62'mktfnk (t) )

o0
Montrer que f def Z argr appartient a €.
k=1

San(f) (0) ?

Exercice 9. Montrer que lim = —. Conclure.

k—oo  (y Inny
V.
Exercice 1. Soit f € €.
C o
a) Montrer que, pour tout & € N, on a |c,(f)] < Tl n € Z\ {0}, ou C dépend de k et f.
n

b) Montrer que la série Z —1(sgn n) ¢, (f)e™ définit une fonction, notée f, appartenant a
nez

C>.

S+ Zf; (/) (donc T'f(x) = Z cn(f)e™). Nous admettons, dans
n>0

cette partie, le résultat suivant, qui sera montré dans la partie VII :

Théoréme de Riesz. Pour 1 < p < oo, il existe C,, telle que (*) [|Tf|zr < Cpl| fllze, f € €.

Soit T : € — €=, Tf =

Exercice 2. Montrer que

Su(f)w) = T () (@) — VT T ) @), f € %,

Exercice 3. Montrer qu’il existe, pour 1 < p < oo, C, telle que ||S,(f)|| < C)||f|e, [ € €,
n € N. En déduire le
Théoreme de Riesz. Pour 1 <p < oo et f € LP, on a S,(f) =3 f dans L.

VI. Dans les questions 1.-3., on fixe une fonction réelle f € €. On note a,, = ¢,(f), n € Z

(donc f(x) = — Z(sgn n) a,e™). Pour z € D on pose f;(2) = Z anz" + Z a,z "

n>0 n<0

Exercice 1. Montrer que f;, est réelle, harmonique dans D et continue dans D.

Exercice 2. Montrer que, si f = Jh +Z<£)h + Qo

+a . .
In 5 0 et telle que sa partie imaginaire s’annule en 0.

, alors f est holomorphe dans D, continue

dans D, de partie réelle

Exercice 3. On suppose f # 0. Soit 1 < p < oo. Montrer qu’il existe fi, fo € € telles que :
fr>0,f2>0, f = fi— foet [fillee + [ f2lle < BISf|ze-

Exercice 4. Montrer que, pour montrer l'inégalité (*) du théoréme de Riesz, il suffit de vérifier

cette inégalité pour f > 0.
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Exercice 5. Etablir (*) si p = 2.
Exercice 6. Montrer que, pour le produit scalaire de L?, on a (T'f,g) = (f,Tg), f,g € €.

Exercice 7. On suppose (*) vraie pour un p €]1,00[. Soit ¢ 'exposant conjugué de p (¢ =
p/(p —1)). Montrer que ||T'f||re < Cpl|fllLe, f € €.

Exercice 8. Montrer que, pour établir le théoréme de Riesz, il suffit de veérifier (*)si 1 < p < 2
et f>0.

VII. Dans toute cette partie, on fixe f € €°°, f > 0 et 1 < p < 2. La lettre C' désigne une
constante qui peut changer d’'une formule & 'autre et qui ne dépend pas de f. On se propose

d’établir (*). On fixe 0 < v < g tel que py > g

Exercice 1. Montrer qu’il existe une fonction 1) holomorphe sur D et continue sur D telle que
f=e¥ety(0) eR.
27
Exercice 2. On pose g = e¢P¥. Montrer que (*) équivaut a (**) / lg(e™)|dt < O fII%,
0
Dans la suite, on établit (**).
Exercice 3. Soient A = {t € [0,27] ;|Im ¥ ()| <~} et B =[0,27]\ A. Montrer que :

R Fooat
_ Re f(e")
COS 7y

1t
b) Si t € B, alors |g(e")] < Re g(e”)
cos py

) /0 " Re g(elt)dt:(Qw)l_p( "

a) Sit e A, alors |f(e”)|
et Re g(e") < 0;

f(t)dt)p.

0

Exercice 4. En déduire :

21
it dt< pp.
0 [ lote)ide < A1
2T
b R D|dt < v
) [ IRe gletyiae < 2 Ifl

Exercice 5. Conclure.

Fin de I'histoire : si on se donne f € LP, la somme de Cesar6 F,(f) converge vers f dans LP.
A Dexception du cas p = oo, ot il faut remplacer L™ par €.

La situation est moins bonne si on étudie la convergence des sommes de Fourier S, (f). Il n’y
a pas convergence si p = 1 ou p = 0o (méme si on remplace L™ par %). En revanche, il y a
convergence dans LP si 1 < p < oo.

Conséquence : si f € LP, avec 1 < p < oo, alors, quitte & passer a une sous-suite (ny) -
dépendant, en principe, de f- on a S, (f) — f p. p. Néanmoins, il n’est pas clair si S, (f) — f
p. p- La conjecture de Luzin affirme que la réponse est positive. Cette conjecture a été confirmée
pour p = 2 par Carleson en 1966 et par Hunt en 1968 pour 1 < p < co. Cas particulier : si

f €€, alors S,(f) = f p- p.
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Pour p = 1, on sait que S, (f) /4 f dans L'. Néanmoins, on pourrait avoir S,(f) — f p. p.
La réponse est négative (théoreme de Kolmogorov) : il existe f € L! telle que, pour tout x,
Sulf)(x) £ f2).

Un livre passionnant a ce sujet : Yitzhak KATZNELSON, An introduction to harmonic analysis,
Dover, 1976.



