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Base de Haar

Exercice 1. On considère la famille de fonctions Hp définies sur [0, 1] par H0 = 1 et pour
1 ≤ k ≤ 2n

H2n+k−1(x) =



√
2n

2
si x = (2k − 2)2−n−1

√
2n si x ∈](2k − 2)2−n−1, (2k − 1)2−n−1[

−
√
2n si x ∈](2k − 1)2−n−1, 2k 2−n−1[

−
√
2n

2
si x = 2k2−n−1

0 sinon.

a) Démontrer que Hp est un système orthonormé de L2(0, 1).

b) Soit f ∈ L2(0, 1) telle que pour tout p,
∫ 1

0

fHp = 0. On pose F (y) =

∫ y

0

f(x) dx.

i) Démontrer que si 1 ≤ k ≤ 2n, alors on a

−F
(2k − 2

2n+1

)
+ 2F

(2k − 1

2n+1

)
− F

( 2k

2n+1

)
= 0.

ii) En déduire que F = 0.
iii) Montrer que les Hp forment une base hilbertienne de L2(0, 1).

Dans la suite on notera, pour chaque fonction f intégrable sur [0, 1],

f̂p =

∫ 1

0

f(x)Hp(x) dx, sp(f)(x) =

p∑
0

f̂qHq(x).

c) On note Ip l’ensemble des intervalles ouverts maximaux sur lesquels toutes les fonctions
Hq, q ≤ p, sont constantes : si p = 2n + k − 1 avec 1 ≤ k ≤ 2n,

Ip =
{]j − 1

2n+1
,

j

2n+1

[}
1≤j≤2k

⋃{]2(j − 1)

2n+1
,
2j

2n+1

[}
k+1≤j≤2n

.

Soit de plus Fp l’ensemble des fonctions définies sur ]0, 1[ constantes sur chaque intervalle
de Ip et telles que

2f(x) = f(x+) + f(x−) ∀x ∈]0, 1[,

où f(x±) représentent les limites à gauche et à droite. Démontrer que (Hq)q≤p est une
base de Fp.

d) Soit f ∈ L1(0, 1).

i) Soit p ∈ N. On note par f ∗ l’élément de Fp dont la valeur constante sur chaque

intervalle I de Ip est égale à la moyenne de f sur cet intervalle : 1
l(I)

∫
I

f . Démontrer

que pour tout entier naturel q ≤ p, f̂q = f̂ ∗q . En déduire que sp(f) = sp(f
∗).
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ii) En déduire que pour tout entier p ∈ N et pour tout intervalle I ∈ Ip,

sp(f)(t) =
1

l(I)

∫
I

f(x) dx ∀t ∈ I.

e) Soit f ∈ C([0, 1];R).
i) Soit p ∈ N. Montrer que pour tout I ∈ Ip, il existe un point xI ∈ I tel que

sp(f)(t) = f(xI) ∀t ∈ I.

ii) En déduire que pour tout p ∈ N,

max
x∈[0,1]

|sp(f)(x)− f(x)| ≤ sup{|f(x)− f(y)|; x, y ∈ [0, 1], |x− y| ≤ 2

p
}.

iii) En déduire que la série
∑

f̂qHq converge uniformément vers f dans [0, 1].
f) Montrer que l’ensemble des Hp ⊗Hq forme une base hilbertienne de L2((0, 1)2).
g) Soit K un noyau dans L2((0, 1)2;C). On introduit l’opérateur

L2(0, 1) 3 f 7→ Tf(x) =

∫ 1

0

K(x, y)f(y) dy.

i) Montrer que T est un opérateur continu sur L2(0, 1) et que sa norme vérifie

‖T‖ ≤
( ∞∑

0

‖THp‖2L2

)1/2
= ‖K‖L2((0,1)2).

ii) Identifier l’adjoint T ∗ de T .
iii) En utilisant la décomposition dans la base de Haar, montrer que T est un opérateur

compact sur L2(0, 1). (Indication : on pourra montrer que TPn → T , où Pn est le
projecteur orthogonal sur l’espace vectoriel engendré par H0, . . . , Hn.)

Mots clés associés à cette feuille : Espaces de Hilbert, bases hilbertiennnes. Opérateur
adjoint, opérateur compact.
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