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Séries entieres

Exercice 1. (Limite supérieure et limite inférieure)
a) Pour toute suite réelle (u,), on définit dans R :
lim(u,) = nhjEO sup{u,; p>n}, lim(u,) = ﬂ}ggo inf{u,; p>n},
(la borne supérieure d’un ensemble non majoré, resp. non minoré, étant +oo, resp. —oo).
Montrer que
inf{u,; n € N} < lim(u,) < lim(u,) < sup{u,; n € N},
lim(u,) = lim(u,) = A < lim(u,) = A,

et que lim(u,), resp. lim(u,), est la plus grande, resp. plus petite, valeur d’adhérence de
(tn)-

b) Soient (X, M, pu) un espace mesuré, et f,,f : X — R des fonctions intégrables. On
suppose que lim f,(z) = f(x) p-presque partout dans X et que lim / | fu(z)| dp =
n—oo n—o0 X

/ | f(z)| dp. Montrer que lim / |fn(x) — f(z)|dp = 0. Indication : appliquer le lemme
X n—o0 X
de Fatou a la suite de fonctions (g, ) définies par g,(x) := |f(x)|+|fu(z)| = |f(x) = fu(2)].

Exercice 2. (Ezemples de séries de Fourier)
a) Calculer les coefficients de Fourier des fonctions 1-périodiques définies par

{ flx)y =1, g(z) ==, pour z € [0,1/2],
flz) = =1, g(x) =1 — 2, pourz € [1/2,1].

b) Démontrer (sans utiliser de théoreme général) que leurs séries de Fourier convergent en
tout point, et que celle de g est normalement convergente (pour la norme || - ||)-

c¢) Expliquer pourquoi la convergence de la série de Fourier de g est meilleure que celle de

1.

Exercice 3. (Séries entiéres/séries de Fourier)
Soit Y a,z" une série entiere de rayon de convergence R strictement positif.
a) Soit r avec 0 < r < R. Montrer que la série de terme général a,r"e™® converge uni-

formément pour 6 € R.

b) Calculer (en fonction de a,, et r) le n—eéme coefficient de Fourier de 'application périodique
0 — f(re?), ot f(2):= > an2™
n=0
c) Etablir les inégalités de Cauchy :
1
4] <~ swp |f(2)], YmeN

|z|=r

1



d) Application : on suppose R = 1, et qu'il existe @ €]0,1[ et C' > 0 tels que [f(2)] <
C(1—|z|)~® pour |z| < 1. Montrer qu’il existe K > 0 tel que |a,| < Kn®, Vn € N*.

Exercice 4. (Séries de Dirichlet) Soient (a,) une suite complexe et z € C. On considere la
série de terme général u,(z) := a, n™* et 'on définit dans R :

Oc 1= inf{m €ER; > u,(z) est convergente} :

0, = inf {x € R; > u,(z) est absolument convergente} .

a) Montrer que o. < 0, < 0.+ 1, et donner des exemples de suites (a,) pour lesquelles
0. =0, 0u 0, =0,+ 1.

b) Soit zg € C. On suppose que »_ u,(zy) est convergente. Montrer que > u,(z) est conver-
gente pour tout z € C tel que Rez > Re z.

¢) Montrer que pour tout z € C tel que Rez > 0., > u,(z) est convergente, et que pour
tout z € C tel que Rez < ., Y u,(2) est divergente.
[e.e]
d) Montrer que la fonction u : z — u(z) := > u,(z) définit une fonction holomorphe dans

n=1

le demi-plan {z € C; Rez > o.}.
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Rayon de convergence des séries entieres. Séries dépendant d’un parametre. Equations de
Cauchy-Riemann.
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