Analyse 1 : les réels et les fonctions 2012-2013
Controle continu n°3 - corrigé

Exercice 1. Déterminer inf | — 1, 1[. On justifiera la réponse.

Soit A :=] —1,1[. —1 est minorant de A. Par ailleurs, soit z,, := —1+ = € A, Vn > 1. Nous
avons r, — —1, d’ou —1 = inf A. "
Exercice 2. Nous nous proposons de refaire la preuve du théoreme de Leibniz sur les séries
alternées.
Théoréme de Leibniz sur les séries alternées. Soit (a,),>0 une suite décroissante et
telle que a,, — 0. Alors la série Z(—l)”an converge.
n>0
Rappelons que, par définition, la convergence de la série revient a : si nous posons

n

Ty = Z(—l)kak =ap—a;+ay—- -+ (—1)"a,
k=0

alors la suite (x,),>0 converge.
Pour prouver le théoreme, posons z, := 9, et y, = xop11, Vn € N.

1. Calculer z,.1 — 2, et montrer que la suite (2,),>0 est décroissante.
Nous avons 2,11 — 2, = —@op41 + Aopio < 0.
2. Montrer que la suite (y,)n>0 est croissante.

De méme, nous avons ¥,+1 — Yn = Aopia — Aoptg > 0.

3. Montrer que les suites (y,)n>0 €t (z,)n>0 sont adjacentes.
Nous avons z, — y, = ag,11 — 0, car a,, — 0 et (ag,41) est une sous-suite de (a,).

4. Montrer que la suite (z,),>¢ converge.
Les sous-suites (za,) et (zg,41) convergeant vers la méme limite, la suite (x,,) converge,
par recollement.

Exercice 3. Soit

frn:R=R, folz) =0+ +---+2", VncN.

1. Etudier les variations de f,, sur [0, col.
fn est dérivable et nous avons f/(z) =142z +---+nz"! > 0 sur |0, oo[. Par ailleurs,
fn(0) =0 et lim, o fu(x) = 0o, d’ou f,, croit strictement de la valeur 0 en 0 vers oo
a l'infini.

2. En déduire qu’il existe un et un seul z,, €]0, o] tel que f,(z,) = 1.
Nous avons f,(0) < 1 et f,(2) > 1. L’existence de x, suit du théoreme des valeurs
intermédiaires. Son unicité, de la monotonie stricte de f,.

3. Combien vaut f,11(zne1)? Montrer que fr11(2,) > froo1(Tni1)-
Nous avons f,+1(zp41) = 1. Comme f,41(z) > fn(x) pour > 0, nous obtenons

Jre1(n) > folzn) = 1= foi(Tng) = for1(Tn) > fari(@ng).



10.

En déduire que la suite (,,),>1 est strictement décroissante.
La fonction f, 1 étant strictement croissante, nous avons

fn-l—l(xn) > fn+1($n+1) = Tp > Tpti-

Justifier la convergence de la suite (z,,),>1.
La suite (z,,) est décroissante et minorée par 0.

Notons { := lim z,,.
n—oo
1 1
Mont =] =1—-=.
ontrer que f, (2) o

Nous avons

f N _1, 1. +1_11—(1/2)"_1 1
"\2) 2 22 n 2 1-1/2 7 2

1 1
En déduire que z,, > 3 et que [ > 3
Nous obtenons f,(1/2) < 1= f.(z,), dou z, > 1/2.
a

1
Soit a tel que = < a < 1. Montrer que lim f,(a) = > 1.
2 n—00 l1—a

Comme pour le calcul de f,(1/2), nous trouvons

1_ n
a—2 =9 (1—a")—>Lquandn—>oo.
1—a l1—-a 1—-a

fol@)=a+a*+---+a" =

L’inégalité a/(1 — a) > 1 suit de a €]1/2,1].

. En déduire que, pour un tel a, il existe ng tel que f,(a) > 1, Vn > ny. En déduire que

Tn, < a,Vn>mng, et quel < a.
La premiere partie suit de lim,,_,~ fn(a) > 1. Pour la deuxiéme partie, nous notons
que

n>ny = fula) >1=fo(z,) = z,<a.

En passant a la limite l'inégalité x,, < a, Vn > ng, nous obtenons [ < a.

En déduire que [ = 7

Nous avons [ < a, Va > 1/2. En particulier, [ <1/241/n, Vn > 1, d’ou (par passage
a la limite) [ < 1/2. Par ailleurs, nous savons que [ > 1/2, d’ou [ = 1/2.



