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Controle continu n° 5

1. (10 p.) Enoncer et prouver le théoréme des bornes atteintes.
Réponse. (1 p.) Soit f : [a,b] — R (1 p.) continue. (1 p.) Alors f a un point de maximum et
un point de minimum.
Montrons, par exemple, I'existence d’'un point de maximum.
(1 p.) Soit M :=sup{f(x); z € [a,b]}.
1 p.) Alors (propriété du sup) 3 (z,,) C [a, b] tq f(z,) — M.

1 p.) Le théoréme de Bolzano-Weierstrass donne l'existence d’une sous-suite (x,,) et d'un
€ [a,b] tq x,, — L.

p.) [ étant continue, nous avons f(x,,) — f(¢) quand k — oo.

1
1 p.) Par ailleurs, nous avons f(x,) - M = f(z,,) — M (car la limite d’une sous-suite
st la limite de la suite).

p.) Les deux points précédents et 'unicité de la limite donnent f(¢) = M.
p.) M étant un majorant de {f(z); = € [a,b]}, nous obtenons
flx) <M= f(), Vz € [a,b)],
d’ott £ est un point de maximum de f. O
2. (6 p.) Trouver la solution de I'équation 4’ —3y = 2 €3” satisfaisant la condition initiale y(0) = —2.

[On pourra utiliser la méthode de la solution particuliére et chercher une solution particuliére
sous la forme ypu¢(z) = P(2)e’”, avec P polynéme du premier degré.|

Réponse. (1 p.) On cherche une solution particuliére y,.+(x) = (ax+b) €3*, avec a, b coefficients
indéterminés.
(1 p.) En substituant g, dans 'équation y' — 3y = 2 €3*, nous obtenons
a e’ + 3(ax +b) e — 3(ax + b) ¥ = 2%,
1 p.) D00 Ypare(z) = 22 €3* convient. (D’autres choix sont possibles.)
1 p.) La solution générale de I'équation homogene y' — 3y = 0 est y(x) = C'e3*, C € R.
1 p.) La solution générale de I'équation initiale est donc y(x) = 2xe3* + C' e, C € R.
1 p.) La condition initiale y(0) = —2 donne C' = —2, et donc y(z) = 2z > — 2€7. O

(
3. (6 p.) Soit A =R\ Z. Calculer inf A et sup A.

Réponse. (1 p.) oo est un majorant de A.



