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Controle continu n® 8

Question de cours. (2 p.) Soit f : R — R une fonction décroissante. Si a € R, donner les
formules de

lim f(x)et lim f(x).

rT—a— r—a+

Réponse. Nous avons
1 p.) lim fz) =sup{f(y);y > a}
et
(L p.) lim fz) =inf{f(y); y <a}. O

Exercice. (18 p.) Rappelons le fait suivant : si a € R, alors

(1) lim f(z) = lim f(z),

r>a

au sens ol 'existence de 1'une des limites entraine l'existence de ’autre limite, et leur égalité.

1. Calculer la limite

(2) ¢:= lim In(1 +¢%)

T—00 €T

en utilisant la régle de L’Hospital (et le rappel ) On justifiera 'utilisation de cette régle. On
précisera ’endroit ou intervient.

2. Montrer la double inégalité
(3) Inz<In(l4+z)<l+lnz Vz>1

3. En utilisant la question précédente et le rappel , retrouver la limite de . On précisera
I’endroit o intervient.

4. Calculer lim M

n—o0 n

. On justifiera la réponse.

Réponse. 1. (1 p.) Soient f, g :]0,00[— R, f(z):=In(1+e*), g(z) ==z, Va > 0.
(1 p.) Les fonctions f et g sont dérivables, et nous avons g(z) # 0 et ¢'(z) # 0, Va > 0.

(1 p.) Par ailleurs, nous avons lim g(z) = oc.
T—>00

(Et aussi lim f(z) = oo, mais cette condition n’est pas nécessaire pour pouvoir appliquer la régle
T—r00

de L'Hospital oco/oo. Voir notes de cours

http://math.univ-lyonl.fr/ mironescu/resources/analyse_1_notes_cours.pdf

section sur la régle de ’'Hospital co/oco, pp. 49-50, remarque finale p. 50. Bonus 2 p. pour la
preuve correcte de li_>m f(z) =o00.)

(3 p.) Nous avons

@ tm i o Yy

T—00 g/({L‘) x—o00 | + e% y—oo 1 + Yy

Au passage, nous avons utilisé le fait que lim e* = oo.
Tr—r00


http://math.univ-lyon1.fr/~mironescu/resources/analyse_1_notes_cours.pdf

(1 p.) La régle de ’'Hospital et (4) donnent
/ T
) o f@) (e

5 1= lim
( ) T—00 g’(x) T—00 g(q:) s T

(1 p.) En combinant et le rappel , nous obtenons

lim In(1+e") ~ lim In(1+e") .

2. (1 p.) La fonction In étant strictement croissante sur |0, co[, nous avons, pour z > 0, Inz <
In(1 + ). Donc en particulier la premiére inégalité de est vraie si x > 1.

(2 p.) Si z > 0, alors nous avons (en utilisant & nouveau la croissance stricte du In) :

In(1+z) < 1+lnz <= In(l+z) <In(ez) <= 1+r<er <= (e—1l)z>1 <= z > T
6_

1
Ainsi, la deuxiéme inégalité de (3)) est vraie si x > P donc en particulier si z > 1.
e p—
(2 p.) Siz > 0, alors €” > 1. Nous pouvons donc appliquer 'inégalité (3|) avec e¢” a la place de x,
et nous obtenons
(6) In(e”) <In(l+¢€") <1+In(e®), Yo > 0.
S—— S~——
(1 p.) En divisant () par = nous obtenons I'encadrement
In(1 + %) 1

<1+4-
i T

(7) 1< , V> 0.

(1 p.) Nous avons
1 1
(8) lim1=1lim1=1et lim (1+—):1im (1+—):1,
0 FTreo 20 x e x
(1 p.) De , et le théoréme des gendarmes, nous obtenons a nouveau
In(1+ e*
lig 20+

i =1.

X o

x>0 z

Nous concluons comme avant.

In(1+¢€”
3. (1 p.) Le fait que lim In(1 +¢%) = 1 se traduit en termes de suites comme suit : si (z,,) C R\{0}

T—00 x

In(1 + e*)
Ty

(1 p.) Nous obtenons la conclusion du point 3 en prenant, dans ce qui précéde, z, =n,Vn > 1. O

est telle que z,, — oo, alors — 1.



