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« Borne supérieure
«x Axiome de la borne supérieure
« Applications a I'étude des limites de suites



Droite réelle achevée

Définition

R :=RU{—o0} U {oo}=« la droite réelle achevée »

Ordre, opérations dans R
(liste non exhaustive)
x —00< X<oo,VXeER

* 400 F 00, 00/ 4 0o et 0 - 0o n'ont pas de sens
(opérations « illicites »)

00, six>0
* X-00= _
—00, Six<0




Définition
Soit Ac R
+ M € R est un majorant de A si

M>x, VxeA

« m € R est un minorantde A si

m<x, VxecA




Une partie A C R a toujours un majorant (co) et en a,
en général, plusieurs

A est majorée s’il existe un majorant rée/lde A: 3M € R
tel que M > x, V x € A. (Notion analogue : minorée)

Par exemple, si A=]0,1[, alors 1,2, 3,.. ., sont des
majorants de A. |0, 1] est majoré

Intuitivement, 1 est un majorant spécial de cet A, au

sens ou il semble étre le plus petit de tous les
majorants possibles



Définition
SoitAC R
+ M € R est le supremum ou la borne supérieure de A (et

on écrit M = sup A) si M est le plus petit majorant de A,
cad

M majorant de A et : VM majorantde A, M < M

« m € R est I'infimum ou la borne inférieure de A (et on
écrit m = inf A) si m est le plus grand minorant de A,
cad

m minorant de A et : Vm minorantde A, m > m’




« Par contraposée de la définition du supA:si M =sup A
etsi M’ < M, alors M’ n’est pas majorant de A

« Cad : il existe x € Atelque x > M’



Axiome de la borne supérieure

Toute partie non vide A C R possede (exactement) une
borne supérieure M = supA € R
Si, de plus A C R et A est majorée, alors sup A est un réeIJ

Preuve de 'unicité.

Si M; et M, sont des sup de A, alors : M; majorant de A,
d’ou M2 < M1. De méme, M1 < MQ. D’ou M1 = M2 D)




Si A c R non vide, alors A admet exactement un inf. Plus
précisément, inf A = — sup(—A)

Solution.

Soient B:= —Aet M =sup B [But : —M = inf A]

* OnaM>b,Vbe B,cad M > —a,Vaec A dou
-M<ag,vVacA

* Sim<a,Vaec A, alors—m > —a,Vac A, cad
-m >b,Vbe B,dou —m’ > M, ouencore m” < -M

«x Donc —M est ('unique) inf A ]

v




SiAcC B,alors supA <supB \

Soit M := sup B. Alors M majorant de B —> M majorant
de A — M >supA,cadsupB > supA O




Onasup[0,1] =1

« Soit M :=sup[0,1]. Alors M > 1 (car 1 € [0, 1])
« Par ailleurs, 1 majorant de [0, 1], d’ou M < 1
«x D’ousup[0,1] =1 H




On a supN = oo (évident ?)

* Ona M :=supN >0, dousupN € [0, x|
Si (par I'absurde) M < oo, alors M —1 < M
D’ou M — 1 n’est pas majorant de N
D'oudne Ntelquen> M —1

*

*

*

Q,
Doun+1&eNetn+1>M
Donc M = ]

*

*




* Au passage : si M’ < oo, alors M’ < supN, et donc il
existe ng € N tel que ny > M’

« Nous verrons plus tard que ceci implique lim n= oo
n—oo
(évident ?)

1. .
* On se donne ¢ > 0. En prenant M’ := —, il existe np € N
9

1 N 1
tel que ng > - d’ou il existe ny € N tel que . <e
0
L .1
« Nous verrons plus tard que ceci implique lim o= 0
n—oo
(évident ?)



Limites de suites

Soient (x,) C R et / € R. Nous allons donner un sens a

lim x, =/ (ou x, — | guanrd-A—o¢)

n—oo

Définition

x SileR,alors x, - | < Ve >0,3dny € Ntel que
|Xn — 1| <&,Yn>ng

* Xp— 00 <= VM EeR, I3ny € Ntel que x, > M,
Yn>ng

x Xp — —00 <= VM e R, Iny € Ntel que x, < M,
vYn>ng

N




Remarque
Linégalité |x, — /| < ¢ est équivalente a

| —e<x,<l+e¢




Ona lim n=o0

n—oo

Solution.

*

*

On pose x, :=n

Soit M € R.Déjavu :3ny € Ntelque np > m

Alors x,=n>ny > M,Vn> ng

Dou x, > M,V n> ng O




On a lim 1:0

n—oo N

A\

Solution.

1
« On pose x, := -

: 1
x Soite > 0. Dejavu:ﬂnoeNtquuen—<s
0
1 1
—<—<gVNn>n
n No
g, VN> ng L]

x Alors 0 < x, =

« D'ou |x, — 0] <

\




Exercice (Enlever des termes ne change pas la

limite)
Si la suite (xp)n>0 a la limite /, il en est de méme pour la
suite (Xn)n>k

Solution.
x Cas aétudier: [ = —oco0, =00,/ € R

x On étudie lecasou / € R

Soit ¢ > 0. Soit ny tel que |x, — I <&,Yn> ng

Soit ny := max(no, k)

Alors |x, — I| <&,V n> ktelque n> ny O

* %

*




Théoréme

Une suite croissante (x,) C R a comme limite
sup{x,; n € N}
Enoncé analogue pour une suite décroissante




Démonstration.
« Soient A := {x,; n € N} et/ := sup A. On doit mq
Xn — |

3 cas a distinguer : [ = —c0, | = 0, € R

On examinelecasou / € R

Soite > 0. Alors | — e < I, d’'ou | — € n’est pas majorant
de A:dnptq Xy, >/ —¢

Dou/—e<Xp <X, <1,VN>nyg

D’ou |x, — I <&, VN> ng O

*

*

*

*

*




Corollaire
Six, 71l alors x, </,Vn

Enoncé analogue si x, N\, /




Corollaire (Recherche du sup a l'aide des

suites)

Soient AC Ret M € R. Si
x M majorant de A

« J(xp) C Atgx, /M
alors M =sup A

Enoncé analogue pour l'inf




Démonstration.

« Soient B:= {x,; ne N} et N:=supA
* OnaM>N

x* OnaB cC A, dousupB <supA

x Or, sup B = ,JLTOX”: M, dou M <N

x* DouM =N H




Onainf]0,1[=0

,h>2

« Soient A :=]0,1[ et x, = %

x 0 est minorant de A
* Ona (Xxp)n>2 C A, (Xn)n>2 décroissante, et x, — 0 O




Le résultat suivant est plus général que le corollaire, et
sera admis

Proposition

Soient AC Ret M c R. Alors M = supA «<— [M
majorant de A et 3(x,) C Atq x, — M]

Remarque
En particulier, la suite (x,) n’est pas supposée monotone




Limites et inégalités

Proposition (Les inégalités larges passent a la

limite)
Six, —letx,>a,Vn,alors/> a
Ouencore: [x, > a,Vn = lim x, > a
n—oo
Enoncé analogue pour « < »
Mais pas pour « > » ouU « < »
Plus généralement : si x, — I, y, — L et x, > y,, alors
I>L




Démonstration.
Montrons par exemple le dernier résultat

«x 9 cas a considérer, en combinant les 3 possibilités
(—o0, 0o et réel) pour /et L

Considéronslecasou /, L e R
Par I'absurde : / < L

*

*

*

: L—1
Soit ¢ := T,desortequeIJrs:L—s

Soient ng, Ny tq [X, — 1| < &,¥Yn> no, et |y, — L| < ¢,
Yn>nm

« Soit n := max(no, ny)

*

Q7
AIorsxn<l+e:L—e<yn O

*




Limites et opérations

Résultat provisoirement admis

Proposition (Enoncé vague)

Les limites des suites commutent avec les opérations
licites

Six, — lety,— L, alors (x,+ y,) — I+ Lsil+ L estlicite

Cad, sauf dans les cas exceptionnels | + L = +00 F oo




Etudier le comportement de la suite (x,),>0 donnée par
Xo € R et la récurrence x,.1 = (X,)> +1,¥vn>0

« Monotonie ?
Xni1 27Xy = (X2)2 +17X%, <= (%) =X, +170
*Onax?—x+1>0,VxecR,dol « ? »=«>». Donc
suite (strictement) croissante

x Soit [ := lim x,

n—oo

« Onal> xp,dou /€ RU{oco}

* Onax,=(x)2+1 = [=/[+1 (tout est licite !)
* Dol | = oo

x Conclusion : x, oo




Suites adjacentes

Définition

Deux suites (xn), (¥») C R sont adjacentes si :
x Xp

* Yo\

* yn_Xn_)o




Suites adjacentes

Théoreme (des suites adjacentes)

Si (xn), (¥n) sont adjacentes, alors (x,) et (y,) convergent
vers la méme limite (finie)




Solution.
« Comme y, — x, \y0,onay,—x, >0
Soient / := lim x, et L:= lim y,

n—oo

n—oo

*

x Comme X, > Xp, nous avons | > x; > —oo. De méme,
L < oo

On obtient que / — L a un sens
Comme y, — x, — 0, onobtientL=/€ R ]

*

*




1 1 1 1
[ — == ==t (== >
Soit z, stz =gt -+ V021
On pose X, := Zzp et v := 2zop_1, VN > 1
Montrer que les suites (x,)n>1 €t (¥n)n>1 COnvergent vers

la méme limite

.

Remarque

La suite (z,),>1 Se « casse » donc en deux parties
convergeant vers la méme limite / € R

Nous verrons plus tard que ceci implique z, — I (principe
du « recollement » des morceaux)

.




Solution.

|

*Onayn—xn:57—>0
1 1

“5771 onia Y

1 1
2n—|—1_§1<O =

x De méme, yp 1 — Yp =




Travail individuel

Exercice (Décaler une suite ne change pas la

limite, et variations)

Si la suite (xp)n>0 a la limite /, il en est de méme pour la
suite (Xpij)n>0, Vj € N

Méme conclusion pour (Xkn+j)n>0, avec k € N* et j € N




Travail individuel

« Refaire les preuves portant sur M =supAet m=infA
quand M =occou m= —oc

« Refaire les preuves portant sur / = lim x, quand

n—oo
|=—ccou/=o0
« Approfondissement : caractérisation du sup a l'aide des
suites (sans supposer la monotonie). Notes de cours,
Prop. 3.3, p. 25, et Prop. 6.18, p. 49



Travail individuel

Opérations avec les limites des suites. Notes de cours,
Prop. 5.1-5.6, pp. 35-37

Approfondissement : preuve de la Prop. 5.3, p. 36
Les inégalités passent a la limite : Prop. 5.8-5.10, p. 38

Unicité de la limite : la limite d’'une suite, si elle existe,
est unique : Exo 3.14, p. 27

*

*

*

*



