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Contrdle terminal
Eléments de correction

Question de cours. (4 p.) Compléter et montrer le résultat suivant : si f est deux fois différentiable et
g(t) == f((1 — t)x + ty), alors g est deux fois dérivable, ¢'(t) = - - - et g”(¢) = --- (Donner et montrer
les formules.)

Solution. Soit f : U — R, avec U C R" ouvert. La fonction R > ¢ — h(t) := (1 — t)z + ty est C*, car
toutes ses coordonnées le sont. Le domaine de définitionde gest J := {t e R; (1 —t)xz +ty € U}, qui
est ouvert, car J = h~(U). Sur J, nous avons g = f o h.

Si f est différentiable, la régle de la chaine nous donne que g I'est aussi, ce qui revient a g dérivable. Avec
hi(t) = (1 —t)x; +ty;,j =1,...,n,les coordonnées de h, la régle de la chaine donne, pour ¢t € J,

g'(t) =Y (@ N hEDR(H) =Y (0, 1)((1 = t)x + ty)(y; — x;) "
i=1 j=1
=[(VHA =tz +ty)]- (y — ).
Si f est deux fois différentiable, 0; f est différentiable, j = 1,...,n. Le raisonnement précédent,

avec 0; f alaplacede f, montreque J > t — (9, f)((1 — t)z + ty) est dérivable, et que sa dérivée est

n

SNt + )] = S @)L~ 0 + )3y — 7). @

p=1

En combinant (1) et (2), nous obtenons que g est deux fois dérivable et, pour ¢ € J,

g"(t) = > G0N = )z +ty)(yp — 2) (5 — ;) = [(Hamgern )y — 0)] - (y — 2).

7j=1 p=1

(Les arguments sont les mémes si f : U — F, avec ' normé.) ]

Exercice # 1. (3 p.) Montrer que la fonction

x® — 3xy?

PR SR o) = Jarg S W7 00
0, si(z,y) = (0,0)

est continue.

Solution. La fonction est continue sur R? \ {(0,0)}, comme quotient de la fonction polynomiale (donc
continue) (z,y) — 2% — 3zy? et de la fonction (z,y) — /x* + y*, qui est continue (comme composée
de fonctions continues) et non-nulle.

Pour conclure, il faut donc montrer que ( l)in%o 0 f(x,y) = 0. Pour le calcul de la limite, toute norme
x’y % b

convient. Le dénominateur suggere de prendre la norme || ||, (mais d’autres choix sont possibles). Nous
avons, si (z,y) # (0,0) :

< I a2 P e o | 1 I, )5 + 30, )l (2, )
0< |f($>3/>’ = 2 = 2 = 2
(2, )l I(z, ), I(z, ),

d’ott, par encadrement (théoréme des gendarmes), ( l)m% : f(z,y) =0. [l
z,y)—(0,0

= 4ll(z, ),



Exercice # 2. (2 p.) Calculer explicitement :

@ dif,ouf:R =R, f(x) :=e",Vz € R. (Onjustifiera l'existence de d; f.)
(b) Vf(1,2,3),ouf:R® =R, f(x,y,2) :=ayz,Va,y,2 €R.

© Haagf,ouf R =R, f(z,y,z2) :=azyz,Vz,y,z € R.

Solution. (a) f est dérivable, donc différentiable, et d; f(h) = 1)h = eh,Vh € R. (b) Nous avons
yz 6 0 z vy
Vi, y,2)= |2z ],Vao,y,2 € R,douVf(1,2,3) = | 3].() Nousavons H,y s f = |2 0 x|,
Ty 2 y = 0
0 21
Vo,y,z e R,dot Hyopf = |2 0 1. O
1 10

Exercice # 3. (2p.) Soit f : R? — R une fonction différentiable. Soitg : R — R, g(¢) := f(2t —t* t+13),
Vt € R. Montrer que g est dérivable et calculer ¢'(¢), avec ¢t € R.

Solution. Notons (z,y) l'argument de f (donc f = f(z,y)). La fonction R > ¢ — (2t — t2,t + 3)
étant dérivable (car ses coordonnées le sont), donc différentiable , la régle de la chaine montre que g est
différentiable, donc dérivable, et

g(t) = (0.£)(2t — 2t + %) (2 — 2t) + (9, ) (2t — 2, + ) (1 + 3¢%). O

Exercice # 4. (2,5p.) Soit f : R? = R, f(z,y) := 222 + 3cos(zy), Vx,y € R. Ecrire, pour f, la formule
de Taylor-Young en (0, 0), a l'ordre deux et avec point intermédiaire.

Solution. f estclairement C*, et f(0,0) = 3. Par ailleurs, nous avons V f (z, y) = (4x ~ dysin (xy)) ,

—3z sin (zy)
4 — 3y? cos (zy) —3sin (xy) — 3zy cos (zy)

—3sin (zy) — 3zy cos (zy) —3z? cos (zy) )’\“3’ y €R,dot

respectivement H, , f = (

en particulier V f(0,0) = (8) . La formule demandée devient : pour tout (z,y) € R?, il existe (z,t) €

1(0,0), (z,y)[ tel que

1

fla.y) =3+ Sl(Hen )z,y)] - (2,9)
U

=3+ %[(4 — 3t% cos (zt))z” — 6(sin (2t) + zt cos (2t))zy — 32°(cos(zt))y?].

Exercice # 5. (3 p.) Déterminer si la fonction f : R® — R, f(z,y,2) := 1 + 2y — 3y* + 22z — 322,
Vx,y,z € R, admet un extremum local.

2z 0 0 2
Solution. Clairement, f € C*° etnousavons Vf(z,y,2) = | 2—6y |etHgy,f=|0 —6 0 [,
2r — 6z 2 0 -6

Vx,y, 2z € R. Léquation caractéristique de la matrice hessienne est (a un signe prés) X (X +6)% —4(X +
6) = 0, deracines —6, —3 — v/13 et —3 + v/13. Comme la matrice hessienne a a la fois une racine > 0O et
une racine < 0, f n'a pas d’extremum local. (Ses éventuels points critiques sont des points-selles.)  [J

Exercice # 6. (4,5 p.) Calculer max {2z + 3y ; 2° — vy + 9 < 21}.



Solution. Notons f(x,y) := 2x + 3y, g(z,y) := 2*> —zy + y* — 21,V := {(z,y) € R?; g(x,y) < 0}.
Le probléeme s’écrit (P) max{ f(x,y); (z,y) € V}.
Dans un premier temps, montrons que le max est atteint. f étant clairement continue, il suffit de mon-

trer que V' est compact. D'une part, V = g~ (] — oo, 0]) est fermé (g est continue, | — oo, 0] est fermé).
D'autre part, nous avons

1\ 3 3
(z,y) €V & 2 +ay+y® <21 & (x+ §y> +Zy2 <21 = ng <21 =2 <28 = |yl < V28,
et de méme |z| < +/28. Il s’ensuit que V' est borné, donc finalement compact.

Soit (z,y) solution de (P). Si la contrainte g n'est pas active en (z,y), alors V f(z,y) = 0, ce qui est
impossible. La contrainte g est donc active en (z, y), d’ott les vecteurs V f (z, y) et Vg(x,y) sont liés : il
existe \g, A\ pas les deux nuls tels que, au point (z, y), on ait :

2 2 0
N e

3 2y +x 0
2?24+ ay+y? =21

Si Ay = 0, alors la premiere équation donne \y = 0, ce qui est impossible. Donc \; # 0, ce qui donne le
systeme

A

2 +y = —22
&1

2 =32
Yy+x N

2+ ay+y? =21

Des deux premiéres équations, nous avons 3(2z + y) = 2(2y + z), doty = 4z. En remplagant dans
la derniére équation, nous trouvons 21x? = 21, d’ott soit (z,y) = (1,4) soit (z,y) = (—1,—4). En
comparant les valeurs de f dans ces points, le maximum vaut 14 et est atteinten (1, 4). O

Exercice # 7. (1 p.) Modéliser le probléme suivant : parmi tous les triangles rectangles de périmetre 1 m,
en trouver un d’aire maximale.

Solution. Les inconnues du probléme sont les longueurs a > 0etb > 0 des cathétes du triangle. Lhy-

1
pothénuse étant de longueur v/a” + b* et laire du triangle §ab, le probléme devient : trouver max §ab

sous les contraintesa > 0,b > 0,a + b+ Va® + b* = 1. O



