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Barème indicatif : 5 p. par exercice

Exercice 1 Soient a1, . . . , an > 0. Soit

‖x‖ := a1|x1|+ · · ·+ an|xn|, ∀x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

Trouver la plus grande constante C1 et la plus petite constante C2 telles que

C1‖x‖1 ≤ ‖x‖ ≤ C2‖x‖1, ∀x ∈ Rn.

Rappel pour l’exercice 2. Si k ∈ Z, alors∫ 2π

0
eikt dt =

{
0, si k 6= 0

2π, si k = 0
.

Exercice 2 Soit

‖P‖ :=
(∫ 2π

0
|P (eit)|2 dt

)1/2

, ∀P ∈ Cn[X].

1. Si P = a0 + a1X + · · ·+ anX
n, montrer que ‖P‖2 = 2π

(
|a0|2 + |a1|2 + · · ·+ |an|2

)
.

2. Montrer que ‖P ′‖ ≤ n‖P‖, ∀P ∈ Cn[X].

Exercice 3 (Exercice de cours) Soient (E, ‖ ‖), (G, ‖ ‖G) deux espaces normés. Soit T : E → G une
application linéaire et continue.
Soient

A := {C ∈ [0,∞[ ; ‖T (x)‖G ≤ C‖x‖, ∀x ∈ E}

et m := inf A.
Montrer que m ∈ A.

Exercice 4 Soit I ⊂ R un intervalle non vide.
Si I est à la fois ouvert et fermé, montrer que I = R.

Indication : montrer que les bornes de I ne peuvent pas être finies.


