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Deuxiéme partie. Calcul différentiel

Le cadre est le suivant :

@) (E,| ||) est un espace normé de dimension finie sur R.
Cas particulier important: £ = R".

(i1) U estun ouvertde E.

(ii)) (G, || ||¢) est un espace normé sur R.
Cas particulier important : (G, || ||l¢) = (R, | ).

) f:U — G.
(v) Sia,b € E, alors

la,b] :=={(1 —t)a+tb;t € [0,1]}.

Chapitre #1. Différentielle
7. Equivalence entre différentiabilité et dérivabilité sin = 1.

8. Lienentre différentielle, dérivées partielles et dérivées directionnelles. d, f (h) =
[Vf(a)]-h.

9. Siles dérivées partielles d'une fonction sont continues, alors la fonction
est différentiable.

10. Fonction de classe C*.

11. Exercice.Calculerladifférentiellede f : R? — R, f(z,y) := 2y,Y (z,y) €
R2.

12. f différentiable (en a) implique f continue (en a).

13. Régle de la chaine pour les diftérentielles :



Proposition 1. Nous supposons GG de dimension finie. Soit V' un ouvert de G.
Soit (H, || ||r) un espace normé sur R. Soient f : U — G telleque f(U) C V et
g :'V — H.Si festdifférentiable (ena € U)et g estdifférentiable (enb := f(a)),
alors g o f est différentiable (ena € U) et

da(g o f)(h) = dp@gldaf(h) .V h € E, )
ou encore
da(g o f) = [ds(a)g]) o [daf]- ©)

Démonstration. Soitr > Otelque B(f(a),r) C V. f étant continue en q, il existe
und > Otel que
[z e U, [z —all <] = |[f(z) = fla)lle <7
Par ailleurs, il existe R > 0 tel que B(a, R) C U. Soit p := min{J, R}. Nous
avons alors
|h|| <p = a+heBla,p) = [a+heU, fla+h) € B(f(a),r)].

Nous avons

fla+h) = fa)+daf(h) +er(h), [|A] < p,

9(f(a) + k) = g(f(a)) + dp@g(k) + eo(k), |[K]lr <7
avecei(h) = o(||h||) quand h — O etes(k) = o(||k||F) quand k — 0.

Si||h]] < p, alors (les o étant entendus quand leurs arguments tendent vers

0)
f(a) +daf(h) +e1(h))
=9(f(a)) + dp@g(daf(h) +e1(h)) + ea(daf(h) + 1(h))
f(a)) + dp@yg(daf(h)) + ds@yg(er(h))
o(dof(h) + 51(h))

g(f(a+h))

9(f(a

f(h)) + O(e1(h))

O(o([IAl)) + o(O([|A]))
o([[All) + o(l[2]])
o([I~[])

(R) + o([[]])-

L'application [df(,g] o [d,f] étant linéaire, nous obtenons (1). O
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14. Reégle de la chaine pour les dérivées partielles :

Proposition 2. Dans ce qui précéde, nous supposons £ = R"et ' = R™.Si f =
(f1,..., fm) est différentiable (en a € U) et g est diftérentiable (en b := f(a)),
alors

8fj

’L

(a), Vi€ [1,n]. 3)

QJ
QQ

a m
&EZ Z::

Démonstration. Nous avons, avec {e; } la base canonique de R" et {¢/;} la base ca-
nonique de R™,

a(g—;f)m) =da(g0 f)(e;) = dpwyg (daf () = df()g ( gi (a>)

m ) L]
i (ng ) zlg—;;mggm

15. Exercice. Soit f : U — R différentiable, avec U C R™. Soienta, b € U tels
: d
que le segment [a, b] soit dans U. Calculer %f((l —t)a +tb),t € [0,1].
16. Exercice de cours. Soient f1, f2 :]0, 1[— R deux fonctions dérivables. Soit
10, 1= R,
f(x1,xs) = fi(z1) + fo(z2), V1,72 €]0,1].

Montrer que f est différentiable et calculer d, f, Va €]0, 1[2.

17. Fonctions plusieurs fois différentiables. Pour simplifier, nous nous pla-
cons dans F = R" (pour le cas général, voir le dernier item).

(@) Une fonction est deux fois différentiable si elle est différentiable et si
ses dérivées partielles du premier ordre, 8_f' Vi € [1,n], sont diffé-
Z;
rentiables.

(b) En particulier, si f est deux fois différentiable, alors les dérivées par-

tielles du second ordre of < of > existent, Vi, j € [1,n]. Elles sont
(9x] (9:102

2
/ 2
notées ———, ou d;0; f, ou encore 95, f.

Oz ;0x;



(c) Une fonction est trois fois différentiable si elle est une fois différen-
tiable et si des dérivées partielles sont deux fois différentiables. Les dé-

., . . .. ) o3
rivées partielles du troisiéme ordre, qui existent, sont notées —f
01,0z ;0x;
Etc.
(d) Une fonction est de classe C*, k = 1,2, ,..., si f admet des dérivées

partielles jusqua l'ordre k et si ses dérivées partielles sont continues.
(e) Le cas d’'un espace quelconque F, normé de dimension n, ne sera pas

traité, mais voici comment procéder. Nous fixons une base {e, . .., €, }
de E et nous définissons

U= {(z1,...,2,) ER"; 2161 + -+ 206, € U}
f(ml,...,mn) = f(zer + - zpen) € G, V(21,...,2,) € U.

Alors, par définition, f est deux fois différentiable (etc.) si et seulement
si f. Dans le cas ot E = R" et nous choisissons la base canonique,
nous retrouvons les définitions d’avant. Dans le cas général, une ob-
servation importante qui rend ses définitions pertinentes est que les
définitions ne dépendent pas du choix de la base {eq, . .., e, }.

18. Petit exercice. Si f est trois fois différentiable, montrer que les dérivées
partielles du second ordre de f sont différentiables.

19. Exercice de cours. Si f est de classe C* (avec k > 1), montrer que f est k
fois différentiable.

20. Théoreme de Young. Soit U C R". Soit f : U — R™ une fonction deux
fois différentiable. Alors

@&f(a) = 8,-8jf(a)7 YaeU Vi, j € [[1,71]]

Démonstration du théoréme de Young. Pour simplicité, nous supposons n = 2 et
m = 1,etdonc f : U — R, avec U C R?. Posons a = (z,y).
Soitr > 0 tel que

[(7, B[l <7 = (x+hy+k)eU.

[Pourquoi un tel r existe-t-il ?]
Pour0 < h < r,lecarréde sommets (z,y), (x+h,y), (x,y+h), (x+h,y+h)
est contenu dans U. [Pourquoi?]



Pour un tel h, posons

F(h) = f(z+hy+h) = fx+hy) = fle,y+h)+ [(zy).
L'idée de la preuve est de partir de I'identité
F(h> = G(l’—i— h) - G(:L‘), avec G(8> = f(87y+ h) - f(svy)a 0<s<m,

et d’aboutir a

F(h)
hlggljt h?

Par un argument similaire basé sur I'identité
F(h)=H(x+h)— H(z), avec H(t) := f(z + h,t) — f(x,1), 0 <t <,

nous obtenons
F(h
lim ( )

h—0+ h?

Le théoreme de Young suit alors de (4), (5) et de 'unicité de la limite.
Il reste a montrer (4). Clairement, G est dérivable sur son domaine de défini-
tion, et

G'(s) =0.f(s,y+h)—0.f(s,y), 0 <s <.

Le théoréme de accroissements finis donne l'existence d'un ¢ = ¢(z,y, h)
compris entre z et x + h tel que

F(h) = hG'(c) = h[0pf(c,y +h) — Ouf(c,y)]- 6)
0, étant différentiable (justifier), nous obtenons de (6) (justifier chaque étape)

F(h) - h[axf(xa y) + (C - x)amamf(xvy) + hayﬁxf(xu y) + 0((0 -z, h))
= 0uf(@,y) — (¢ = 2)0:0u f (x,y) — 0 ((c — x,0))]

= 1?0,0:f (2, y) + hlo((c — 2, h)) — o(c—2,0))
= h?0,0..f(z,y) + h[o(0(h)) + o (O(h))]

_ 10,0, f(2.y) + ho(0(h)

= 120,0,f(z.) + ho(h)

= h?*0,0,f(x,y) + o (h?).

Nous obtenons (4) a partir de ce qui précéde (justifier). O
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21. Corollaire : Théoréme de Schwarz. Soit U C R™. Soit f : U — R™ une
fonction de classe C?. Alors

@Qf(a) = ai(')jf(a), Vae U, VZ,j S [[1,71]]

22. Théoréeme de Fermat. Soit f : U — R une fonction différentiable. Soit
a € U un point d’extrémum local de f. Alors d, f = 0.

23. Corollaire. Soit U C R". Soit Soit f : U — R une fonction différentiable.
Soita € U un point d’extrémum local de f. Alors V f(a) = 0.

Rappels. Formules de Taylor avec point intermédiaire et sous forme intégrale

pourg:[0,1] = R
1. Sigestdérivable, alors il existe ¢ €]0, 1[ tel que g(1) = ¢g(0) + ¢'(¢).

1
2. Sigestdeclasse C', alors g(1) = ¢(0) + / g'(t)dt.

0
3. Si g est deux fois dérivable, alors il existe ¢ €]0, 1] (pas forcément celui de

litem 1!) tel que g(1) = ¢(0) + ¢'(0) + %9"(15)-

N

1
. Sigestdeclasse C?, alors g(1) = ¢(0) + ¢'(0) + / (1—1¢)g"(t)dt.
0

Les formules de Taylor

1. Nous établirons trois types de formules de Taylor :
(@) Avec reste en o (hypothése : f différentiable £ fois, k = 1, 2).

(b) Avecpointintermédiaire (hypothéses: f diftérentiable £ fois, k = 1,2,
et[a,b] C U).

(c) Avecresteintégral (hypothéses: f declasse C*, k = 1,2, et[a,b] C U).

2. Petit exercice. Soit f : U — G une fonction différentiable (en a € U).
Alors nous avons la formule de Taylor au premier ordre avec reste en o

fla+h) = f(a) +dof(h) + o(h) quand b — 0.

3. Petit exercice. Proposer et montrer la formule de Taylor au premier ordre
avecresteen osi U C E, avec F espace normé quelconque de dimension
finie.



. Formule de Taylor au premier ordre avec point intermédiaire. Soit f :
U — R une fonction différentiable. Sia,b € U sont tels que [a,b] C U,
alors il existe ¢ € [a, b] tel que

f) = fla) + [V f(e)] - (b —a).

. Exercice de cours. Proposer et montrer la formule de Taylor au premier
ordre avec point intermédiaire si U C F, avec F espace normé quel-
conque de dimension finie.

. Formule de Taylor au premier ordre avec reste intégral. Soit f : U — R
une fonction de classe C*. Sia, b € U sont tels que [a, b] C U, alors

ﬂm:fm»+A[Vﬂu—wa+wn«b—wdt

. Exercice de cours. Soit E un espace normé de dimension finie (par néces-
sairement R"). Soit f : U — R™, f = (f1,..., fm)-

(@) Montrer que f est différentiable (en a € U) si et seulement si f; est
différentiable (ena € U),j =1...,m.

(b) Si festdifférentiable (ena € U)et{ey,...,e,,} estlabase canonique
de R™, montrer que

daf = zm: dafj ej.

j=1

() SiE=R"et f: U — R™estdifférentiable en a € U, montrer que la
matrice de d, : R™ — R"™ dans les bases canoniques de R™ et R™ est

Ofila) Oufi(a) ... Onfi(a) IV fi(a)]
Oifa(a)  Oafa(a) ... Onfala) "V fa(a)]

Jf =1 : : :
Oifm(a) Oofm(@) . Onfm(a))  \'[Vfm(a)]

Cette matrice est la (matrice) jacobienne de f.
Sim = 1,alors J,f =V f(a)].



10.

11.

12.

13.

Exercice de cours. (Admettre, si nécessaire, 'exercice de cours # 10.) Soit
f: U — R™unefonctiondeclasse C'.Sia, b € U sonttels que [a,b] C U,
alors

F0) = £@) + [ dacnera (b= aydt.

Définition. Si f : U — R admet des dérivées partielles du second ordre
ena € U, alors la matrice hessienne H,f € M, (R) est

8181f(a) 8182f(a) e alé)nf(a)

8281f(a) 8232f(a) e 828nf(a)
Hof = : : :
001 f(a) 0,0of(a) ... OnOuf(a)

Nous utiliserons la méme notationssi f : U — G. Dans ce cas, nous avons
H.f € M,(G).

Formule de Taylor a 'ordre deux avec point intermédiaire. Si f : U — R
est deux fois diftérentiable, et si [a, b] C U, alors il existe ¢ € [a, b] tel que

£(8) = (@) + [VF(@)] - (b~ a) + S[HS (b~ )] - (b~ ).

Formule de Taylor a 'ordre deux avec reste intégral. Si f : U — Restde
classe C?, etsi [a, b] C U, alors

f(0) =f(a) +daf (b—a)

T / (1= 0) [Hu—para (b - a)] - (b — a) dt.

Exercice de cours. Montrer que la formule précédente reste vraie si f :
U — R™estdeclasse C* et [a,b] C U.

Formule de Taylor a 'ordre deux avec resteen 0. Si f : U — R est diffé-
rentiable sur U et deux fois différentiable en a € U, alors

Flat h) = F(@) + duf () + SHaF ()]t ol ]P)
quand A — 0.



Applications. Points critiques et leur nature

1. Définition. Soit f : U — R différentiable. @ € U est un point critique de
fsid,f =0.

2. Soit f : U — R deux fois différentiable. Soit a € U un point critique de
f.Alors H, f est symétrique, et de plus :

(@ SiH,f > 0,alors a est un point de minimum local strict.
(b) SiH,f < 0, alors a est un point de maximum local strict.

(¢) Si H,f a (au moins) une valeur propre > 0 et (au moins) une valeur
propre < 0, alors a n’est pas un extrémum local.



