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Deuxième partie. Calcul différentiel

Le cadre est le suivant :

(i) (E, ‖ ‖) est un espace normé de dimension finie sur R.
Cas particulier important :E = Rn.

(ii) U est un ouvert deE.

(iii) (G, ‖ ‖G) est un espace normé sur R.
Cas particulier important : (G, ‖ ‖G) = (R, | |).

(iv) f : U → G.

(v) Si a, b ∈ E, alors

[a, b] := {(1− t)a+ tb ; t ∈ [0, 1]}.

Chapitre #1. Différentielle
7. Équivalence entre différentiabilité et dérivabilité si n = 1.

8. Lien entre différentielle, dérivées partielles et dérivées directionnelles.daf(h) =
[∇f(a)] · h.

9. Si les dérivées partielles d’une fonction sont continues, alors la fonction
est différentiable.

10. Fonction de classeC1.

11. Exercice. Calculer la différentielle def : R2 → R,f(x, y) := xy,∀ (x, y) ∈
R2.

12. f différentiable (en a) implique f continue (en a).

13. Règle de la chaîne pour les différentielles :
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Proposition 1. Nous supposons G de dimension finie. Soit V un ouvert de G.
Soit (H, ‖ ‖H) un espace normé sur R. Soient f : U → G telle que f(U) ⊂ V et
g : V → H . Sif est différentiable (ena ∈ U ) etg est différentiable (en b := f(a)),
alors g ◦ f est différentiable (en a ∈ U ) et

da(g ◦ f)(h) = df(a)g[daf(h)],∀h ∈ E, (1)

ou encore

da(g ◦ f) = [df(a)g] ◦ [daf ]. (2)

Démonstration. Soit r > 0 tel queB(f(a), r) ⊂ V . f étant continue en a, il existe
un δ > 0 tel que

[x ∈ U, ‖x− a‖ < δ] =⇒ ‖f(x)− f(a)‖G < r.

Par ailleurs, il existe R > 0 tel que B(a,R) ⊂ U . Soit ρ := min{δ, R}. Nous
avons alors

‖h‖ < ρ =⇒ a+ h ∈ B(a, ρ) =⇒ [a+ h ∈ U, f(a+ h) ∈ B(f(a), r)].

Nous avons

f(a+ h) = f(a) + daf(h) + ε1(h), ‖h‖ < ρ,

g(f(a) + k) = g(f(a)) + df(a)g(k) + ε2(k), ‖k‖F < r

avec ε1(h) = o(‖h‖) quand h→ 0 et ε2(k) = o(‖k‖F ) quand k → 0.
Si ‖h‖ < ρ, alors (les o étant entendus quand leurs arguments tendent vers

0)

g(f(a+ h)) =g(f(a) + daf(h) + ε1(h))

=g(f(a)) + df(a)g(daf(h) + ε1(h)) + ε2(daf(h) + ε1(h))

=g(f(a)) + df(a)g(daf(h)) + df(a)g(ε1(h))

+ o(daf(h) + ε1(h))

=g(f(a)) + df(a)g(daf(h)) +O(ε1(h))

+ o(O(‖h‖) + o(‖h‖))
=g(f(a)) + df(a)g(daf(h)) +O(o(‖h‖)) + o(O(‖h‖))
=g(f(a)) + df(a)g(daf(h)) + o(‖h‖) + o(‖h‖)
=g(f(a)) + df(a)g(daf(h)) + o(‖h‖)
=g(f(a)) + [df(a)g] ◦ [daf ](h) + o(‖h‖).

L’application [df(a)g] ◦ [daf ] étant linéaire, nous obtenons (1).
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14. Règle de la chaîne pour les dérivées partielles :

Proposition 2. Dans ce qui précède, nous supposonsE = Rn etF = Rm. Si f =
(f1, . . . , fm) est différentiable (en a ∈ U ) et g est différentiable (en b := f(a)),
alors

∂(g ◦ f)
∂xi

(a) =
m∑
j=1

∂g

∂yj
(f(a))

∂fj
∂xi

(a), ∀ i ∈ J1, nK. (3)

Démonstration. Nous avons, avec {ei} la base canonique de Rn et {e′j} la base ca-
nonique de Rm,

∂(g ◦ f)
∂xi

(a) = da(g ◦ f)(ei) = df(a)g (daf(ei)) = df(a)g

(
∂f

∂xi
(a)

)
= df(a)g

(
m∑
j=1

∂fj
∂xi

(a) e′j

)
=

m∑
j=1

∂g

∂yj
(f(a))

∂fj
∂xi

(a).

.

15. Exercice. Soit f : U → Rdifférentiable, avecU ⊂ Rn. Soient a, b ∈ U tels

que le segment [a, b] soit dans U . Calculer
d

dt
f((1− t)a+ tb), t ∈ [0, 1].

16. Exercice de cours. Soient f1, f2 :]0, 1[→ R deux fonctions dérivables. Soit
f :]0, 1[2→ R,

f(x1, x2) := f1(x1) + f2(x2), ∀x1, x2 ∈]0, 1[.

Montrer que f est différentiable et calculer daf , ∀ a ∈]0, 1[2.
17. Fonctions plusieurs fois différentiables. Pour simplifier, nous nous pla-

çons dansE = Rn (pour le cas général, voir le dernier item).
(a) Une fonction est deux fois différentiable si elle est différentiable et si

ses dérivées partielles du premier ordre,
∂f

∂xi
, ∀ i ∈ J1, nK, sont diffé-

rentiables.
(b) En particulier, si f est deux fois différentiable, alors les dérivées par-

tielles du second ordre
∂f

∂xj

(
∂f

∂xi

)
existent, ∀ i, j ∈ J1, nK. Elles sont

notées
∂2f

∂xj∂xi
, ou ∂j∂if , ou encore ∂2jif .

3



(c) Une fonction est trois fois différentiable si elle est une fois différen-
tiable et si des dérivées partielles sont deux fois différentiables. Les dé-

rivées partielles du troisième ordre, qui existent, sont notées
∂3f

∂xk∂xj∂xi
.

Etc.
(d) Une fonction est de classe Ck, k = 1, 2, , . . ., si f admet des dérivées

partielles jusqu’à l’ordre k et si ses dérivées partielles sont continues.
(e) Le cas d’un espace quelconque E, normé de dimension n, ne sera pas

traité, mais voici comment procéder. Nous fixons une base{e1, . . . , en}
deE et nous définissons

Ũ := {(x1, . . . , xn) ∈ Rn ; x1e1 + · · ·xnen ∈ U}
f̃(x1, . . . , xn) := f(x1e1 + · · ·xnen) ∈ G, ∀ (x1, . . . , xn) ∈ Ũ .

Alors, par définition,f est deux fois différentiable (etc.) si et seulement
si f̃ . Dans le cas où E = Rn et nous choisissons la base canonique,
nous retrouvons les définitions d’avant. Dans le cas général, une ob-
servation importante qui rend ses définitions pertinentes est que les
définitions ne dépendent pas du choix de la base {e1, . . . , en}.

18. Petit exercice. Si f est trois fois différentiable, montrer que les dérivées
partielles du second ordre de f sont différentiables.

19. Exercice de cours. Si f est de classe Ck (avec k ≥ 1), montrer que f est k
fois différentiable.

20. Théorème de Young. Soit U ⊂ Rn. Soit f : U → Rm une fonction deux
fois différentiable. Alors

∂j∂if(a) = ∂i∂jf(a), ∀ a ∈ U, ∀ i, j ∈ J1, nK.

Démonstration du théorème de Young. Pour simplicité, nous supposons n = 2 et
m = 1, et donc f : U → R, avec U ⊂ R2. Posons a = (x, y).

Soit r > 0 tel que

‖(h, k)‖∞ < r =⇒ (x+ h, y + k) ∈ U.

[Pourquoi un tel r existe-t-il ?]
Pour 0 < h < r, le carré de sommets (x, y), (x+h, y), (x, y+h), (x+h, y+h)

est contenu dans U . [Pourquoi?]
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Pour un tel h, posons

F (h) := f(x+ h, y + h)− f(x+ h, y)− f(x, y + h) + f(x, y).

L’idée de la preuve est de partir de l’identité

F (h) = G(x+ h)−G(x), avecG(s) := f(s, y + h)− f(s, y), 0 ≤ s < r,

et d’aboutir à

lim
h→0+

F (h)

h2
= ∂y∂xf(x, y). (4)

Par un argument similaire basé sur l’identité

F (h) = H(x+ h)−H(x), avecH(t) := f(x+ h, t)− f(x, t), 0 ≤ t < r,

nous obtenons

lim
h→0+

F (h)

h2
= ∂x∂yf(x, y). (5)

Le théorème de Young suit alors de (4), (5) et de l’unicité de la limite.
Il reste à montrer (4). Clairement,G est dérivable sur son domaine de défini-

tion, et

G′(s) = ∂xf(s, y + h)− ∂xf(s, y), 0 ≤ s < r.

Le théorème de accroissements finis donne l’existence d’un c = c(x, y, h)
compris entre x et x+ h tel que

F (h) = hG′(c) = h[∂xf(c, y + h)− ∂xf(c, y)]. (6)

∂x étant différentiable (justifier), nous obtenons de (6) (justifier chaque étape)

F (h) = h[∂xf(x, y) + (c− x)∂x∂xf(x, y) + h∂y∂xf(x, y) + o((c− x, h))
− ∂xf(x, y)− (c− x)∂x∂xf(x, y)− o((c− x, 0))]

= h2∂y∂xf(x, y) + h[o((c− x, h))− o(c− x, 0))]
= h2∂y∂xf(x, y) + h[o(O(h)) + o(O(h))]

= h2∂y∂xf(x, y) + ho(O(h))

= h2∂y∂xf(x, y) + ho(h)

= h2∂y∂xf(x, y) + o(h2).

Nous obtenons (4) à partir de ce qui précède (justifier).
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21. Corollaire : Théorème de Schwarz. Soit U ⊂ Rn. Soit f : U → Rm une
fonction de classeC2. Alors

∂j∂if(a) = ∂i∂jf(a), ∀ a ∈ U, ∀ i, j ∈ J1, nK.

22. Théorème de Fermat. Soit f : U → R une fonction différentiable. Soit
a ∈ U un point d’extrémum local de f . Alors daf = 0.

23. Corollaire. SoitU ⊂ Rn. Soit Soit f : U → R une fonction différentiable.
Soit a ∈ U un point d’extrémum local de f . Alors∇f(a) = 0.

Rappels. Formules de Taylor avec point intermédiaire et sous forme intégrale
pour g : [0, 1]→ R

1. Si g est dérivable, alors il existe t ∈]0, 1[ tel que g(1) = g(0) + g′(t).

2. Si g est de classeC1, alors g(1) = g(0) +

∫ 1

0

g′(t) dt.

3. Si g est deux fois dérivable, alors il existe t ∈]0, 1[ (pas forcément celui de

l’item 1!) tel que g(1) = g(0) + g′(0) +
1

2
g′′(t).

4. Si g est de classeC2, alors g(1) = g(0) + g′(0) +

∫ 1

0

(1− t) g′′(t) dt.

Les formules de Taylor

1. Nous établirons trois types de formules de Taylor :
(a) Avec reste en o (hypothèse : f différentiable k fois, k = 1, 2).
(b) Avec point intermédiaire (hypothèses : f différentiablek fois,k = 1, 2,

et [a, b] ⊂ U ).
(c) Avec reste intégral (hypothèses : f de classeCk, k = 1, 2, et [a, b] ⊂ U ).

2. Petit exercice. Soit f : U → G une fonction différentiable (en a ∈ U ).
Alors nous avons la formule de Taylor au premier ordre avec reste en o

f(a+ h) = f(a) + daf(h) + o(h) quand h→ 0.

3. Petit exercice. Proposer et montrer la formule de Taylor au premier ordre
avec reste en o si U ⊂ E, avecE espace normé quelconque de dimension
finie.
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4. Formule de Taylor au premier ordre avec point intermédiaire. Soit f :
U → R une fonction différentiable. Si a, b ∈ U sont tels que [a, b] ⊂ U ,
alors il existe c ∈ [a, b] tel que

f(b) = f(a) + [∇f(c)] · (b− a).

5. Exercice de cours. Proposer et montrer la formule de Taylor au premier
ordre avec point intermédiaire si U ⊂ E, avec E espace normé quel-
conque de dimension finie.

6. Formule de Taylor au premier ordre avec reste intégral. Soit f : U → R
une fonction de classeC1. Si a, b ∈ U sont tels que [a, b] ⊂ U , alors

f(b) = f(a) +

∫ 1

0

[∇f((1− t)a+ tb)] · (b− a) dt.

7. Exercice de cours. SoitE un espace normé de dimension finie (par néces-
sairement Rn). Soit f : U → Rm, f = (f1, . . . , fm).

(a) Montrer que f est différentiable (en a ∈ U ) si et seulement si fj est
différentiable (en a ∈ U ), j = 1 . . . ,m.

(b) Si f est différentiable (en a ∈ U ) et {e1, . . . , em} est la base canonique
de Rm, montrer que

daf =
m∑
j=1

dafj ej.

(c) SiE = Rn et f : U → Rm est différentiable en a ∈ U , montrer que la
matrice de da : Rn → Rm dans les bases canoniques de Rn et Rm est

Jaf =


∂1f1(a) ∂2f1(a) . . . ∂nf1(a)
∂1f2(a) ∂2f2(a) . . . ∂nf2(a)

...
... . . .

...
∂1fm(a) ∂2fm(a) . . . ∂nfm(a)

 =


t[∇f1(a)]
t[∇f2(a)]

...
t[∇fm(a)]

 .

Cette matrice est la (matrice) jacobienne de f .
Sim = 1, alors Jaf = t[∇f(a)].
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8. Exercice de cours. (Admettre, si nécessaire, l’exercice de cours # 10.) Soit
f : U → Rm une fonction de classeC1. Sia, b ∈ U sont tels que [a, b] ⊂ U ,
alors

f(b) = f(a) +

∫ 1

0

d(1−t)a+tbf (b− a) dt.

9. Définition. Si f : U → R admet des dérivées partielles du second ordre
en a ∈ U , alors la matrice hessienneHaf ∈Mn(R) est

Haf :=


∂1∂1f(a) ∂1∂2f(a) . . . ∂1∂nf(a)
∂2∂1f(a) ∂2∂2f(a) . . . ∂2∂nf(a)

...
... . . .

...
∂n∂1f(a) ∂n∂2f(a) . . . ∂n∂nf(a)

 .

Nous utiliserons la même notation si f : U → G. Dans ce cas, nous avons
Haf ∈Mn(G).

10. Formule de Taylor à l’ordre deux avec point intermédiaire. Si f : U → R
est deux fois différentiable, et si [a, b] ⊂ U , alors il existe c ∈ [a, b] tel que

f(b) = f(a) + [∇f(a)] · (b− a) + 1

2
[Hcf(b− a)] · (b− a).

11. Formule de Taylor à l’ordre deux avec reste intégral. Si f : U → R est de
classeC2, et si [a, b] ⊂ U , alors

f(b) =f(a) + daf (b− a)

+

∫ 1

0

(1− t) [H(1−t)a+tbf (b− a)] · (b− a) dt.

12. Exercice de cours. Montrer que la formule précédente reste vraie si f :
U → Rm est de classeC2 et [a, b] ⊂ U .

13. Formule de Taylor à l’ordre deux avec reste en o. Si f : U → R est diffé-
rentiable sur U et deux fois différentiable en a ∈ U , alors

f(a+ h) = f(a) + daf (h) +
1

2
[Haf(h)] · h+ o(‖h‖2)

quand h→ 0.
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Applications. Points critiques et leur nature

1. Définition. Soit f : U → R différentiable. a ∈ U est un point critique de
f si daf = 0.

2. Soit f : U → R deux fois différentiable. Soit a ∈ U un point critique de
f . AlorsHaf est symétrique, et de plus :

(a) SiHaf > 0, alors a est un point de minimum local strict.

(b) SiHaf < 0, alors a est un point de maximum local strict.

(c) Si Haf a (au moins) une valeur propre > 0 et (au moins) une valeur
propre< 0, alors a n’est pas un extrémum local.
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