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Deuxiéme partie. Calcul différentiel

Chapitre #2. Optimisation sous contrainte

Le cadre est le suivant:
1. E=R"
2. U est un ouvert de R™.

3. f,9i,h; : U — Rsont des fonctions de classe C".

1. Théoreme des multiplicateurs de Fritz John. Nous considérons le probleme
de minimisation

min f(z) sous les contraintes

v eU, gi(z) <0, i €Lyl hi(z) =0, je[Lq]. >

Si2° € U est un point de minimum pour le probléme (1), alors il existe
des scalaires pg, ft1, ..., ftp > 0, A1,... Ay € R, tels que:

(a) Nous avons
p q
i=1 j=1

(b) Au moins 'un des scalaires est non nul.

() Sii € [1,p] esttel que g;(z°) < 0, alors p; = 0.

1. Pour un tel 4, on dit que la contrainte g;(z) < 0 est inactive en x°.



2. Corollaire : multiplicateurs de Lagrange. Nous considérons le probléeme
de minimisation

min f(z) sous les contraintes

3
zeU, hj(x)=0, 5 €[lq]. ®
Si

Vo e Ulh;(x)=0,7 € [1,q]]

. [Vhi(2),...,Vhy(x) sont libres], @

alors : si 2° € U est un point de minimum pour le probléme (3), alors il
existe \; € R, j € [1, ¢], tels que

q
V() + ) A Vhy(a) =0. ©)
j=1

3. Exercice.

(@) Calculer

n
maxxlxg---xnsousszo,je[[l,n]],ijzl. (6)
j=1

(b) Montrer I'inégalité entre la moyenne arithmétique et la moyenne géo-
métrique :

n 1 n

ijS—E zj, Va; >0, j € [1,n]. @)
n

j=1 j=1

Solution. (a) Mettons le probleme sous la forme du théoreme de Fritz John :

—min(—z; - x,) sous —x; <0,5 € [1,n], ;xj —1=0.
=f(x) =g, (x) J= ,
:=h1(z)



Les conditions du théoréme de Fritz John sont satisfaites, avec U := R" (vé-
rifier). Montrons d’abord que le minimum est atteint. L’ensemble des points vé-
rifiant les contraintes est fermé (vérifier) et contenu dans la boule unité fermée
pour la norme || ||; (vérifier), donc est compact. Il s’ensuit que le minimum sous
contrainte est atteint (justifier).

Soitz2° = (z1,. .., x,) un point de minimum f sous contraintes. Notons que
f(z%) < f(1/n,...,1/n) < 0, et donc toutes les coordonnées de 2" sont # 0.
Il s’ensuit que les contraintes d’inégalité sont inactives en z°, et donc il existe
to > 0, A\; € R, au moins I'un non nul, tels que oV f(2°) + A, VA (2°) = 0, ou
encore

—po [+ M =0,Vj € [1,n]. (8)
k#j

Si g = 0, alors A\; = 0, ce qui ne convient pas. Nous avons donc yg # 0;
quitte a diviser (8) par j, nous pouvons supposer que jio = 1, et (8) devient

ka - )\17 vj € [[]_,TL]], (9)
k#j

avec A\; # 0 (car tous les x; sont non nuls).

En multipliant (9) par x, nous obtenons \jz; = H xy, V7 € [1,n], et donc

k=1
tous les z; sont égaux. La contrainte Z z; = 1implique2® = (1/n,...,1/n)et
7=1
donc le maximum recherché est —f(1/n,...,1/n) = (1/n)".

(b) L'inégalité équivaut a (justifier)

j=1 i=1

Sitous les x; sont nuls, (10) est claire. Dans le cas contraire, nous avons

S:=) z;>0. (11)
j=1
Posons
X, i
y; = gj Vje[l,n], (12)



de sortequey; > 0,Vj € [1,n], et Z y; = 1 (vérifier). Le point (a) donne::

j=1

En utilisant les définitions (12) de y; et (11) de .S, (13) donne (10).

Chapitre #3. Lemme de Poincaré
Le cadre est le suivant:
1. F=R"
2. U est un ouvert convexe de R".
3. F=(F,...,F,): U — R"estdeclasse C'.2

1. Supposons quil existe f : U — R telle que
Vf = FdansU, cest-a-dire Vf(z) = F(x), Vz € U.

Alors :
(@) f estunique a une constante additive pres.

(b) Nous avons

OF; 0F, _
=k ik e L,n].
axk axj ) \V/j, E [[ ) n]]

(13)

(14)

(15)

2. Lemme de Poincaré. Supposons (15). Alors il existe f vérifiant (14). Plus
spécifiquement, si 2° € U, alors toutes les fonctions f : U — R vérifiant

(14) sont données par :

f(z) = C’—i—/Ol[F((l —t)a' +ta)] - (z—2°)dt, Ve € U.  (16)

2. Une fonction F' : A — R"™, avec A C R™, est un champ de vecteurs. Donc F est un champ

de vecteurs de classe C.



Preuve du lemme de Poincaré. Pour simplifier les formules, nous supposons que z° =
0. Compte tenu de la question 1 (a), il suffit de montrer que l'intégrale

Usaz— f() ::/OI[F((l—t)x)].xdt:/OliFj((l—t)x)xjdt (17)

(1) est bien définie;
(ii) quelle a des dérivées partielles Oy f, V k € [1,n];
(iii) que les dérivées partielles vérifient O, f = F, Vk € [1,n].
(i) Rappelons que [0,1] 5 ¢t — (1 —t)z = (1 —t)x + t - 0 est 'équation du
segment [0, z|. Comme 0,z € U et, par hypothese, U est convexe, il s’en suit que
[0, 2] C U, et donc l'intégrande

glo.t) = [F((1=0)2)] -2 = D F((L=t)a)a;

est bien définie. Par ailleurs,
ax € U fixé, g est continue en ¢. (18)

En effet, par hypothése, F} est de classe C?, donc différentiable, donc conti-

nue. Les fonctions polyndmiales sont continues, donc ¢ — (1 — ¢) x est conti-
nue car ellevaut ¢t — ((1 —¢)xy,..., (1 — ) x,)) (justifier). Il Sensuit que ¢ —
g(x,t) est continue, comme composée, somme, produit de fonctions continues.
Par conséquent, I'intégrande de (17) est continue en ¢, donc f est bien définie, en
tant qu'intégrale de Riemann d’une fonction continue.
(b) Les fonctions Fj, x +— x; ett — (1 — t) x étant de classe C! (la premiére, par
hypothése, les autres, comme fonctions polynomiales), elles sont différentiables,
et donc nous pouvons appliquer la régle de la chaine pour la fonction composée,
et la régle pour la dérivée (partielle) d’'un produit et obtenir :

(‘%k (z,t) :aixk (ZFJ((l —t)xy,..., (1 —1t)x,) :cj>

J=1

:Z () F(L-0)2) @9



En utilisant le fait que

0 0, sil#k

o, =

or, |1, sil=k’

nous obtenons, de (20) :
0
Er (z,t)
=F.((1—t 1—t - , % 1—¢ (20)
W(L=t)a)+(1—1)) = 8xk<< )x) |-

j=1
::h;r(a:,t)

Notons que Ay, est continue en (z, t)(justifier). Résumé : a x fixé, [0,1] > ¢ —
g(x,t) est continue; a t fixé, les dérivées partielles

Ux[0,1] 3 (z,t) — x,t)

8—%9(

sont continues, V k € [1,n]. Par un théoréme sur les intégrales & parametres, les

1
dérivées partielles de z — f(x) = / g(x,t) dt existent, sont continues et sont
0

données par

0 !
— = h d
f(x) /0 k(1) dt (21)

8xk

(«la dérivée de l'intégrale est 'intégrale de la dérivée »).
Nous n’avons pas encore utilisé I'hypothése (15)! Grice a celle-ci, nous obte-
nons :

hi(a,t) = F(L—t)a) + (1- )Y a; @%((1 — 1) x)) . (22)

Maintenant, la clé de la preuve : le membre de droite de (22) est une dérivée
par rapport a t. En effet, la regle de la chaine et la regle pour dériver un produit
donnent (vérifier) :

d
Z1 =) F((1=1)2) 23)
= R -2+ (-0 21— tya) (—ay).



De (22) et (23), nous obtenons

() = — (1~ 1) (1 = 1) ).

La deuxiéme ligne de (23) étant continue par rapport a ¢ (justifier), (21), (24)

et le théoreme de Leibniz-Newton impliquent

st == [ Gl=0 R - Dala

:_{(1_,5) F((1—1t)x) = Fy(x), Vk € [1,n].

t=0



