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Deuxiéme partie. Calcul différentiel
Chapitre #1. Différentielle

Le cadre est le suivant :

1. (E,||||) est un espace normé de dimension finie sur R.
Cas particulier important : £ = R".

2. Uestun ouvertde F.

3. (G,]|||ll) est un espace normé sur R.
Cas particulier important: (G, ||| [|) = (R, | |).

4. [ U — G.
Cas particulier important: U C R"et f : U — R.

Proposition 1. Soit f : U — G différentiable (en a € U). Alors f est continue
(en a).

Démonstration. Soit R > 0 tel que B(a, R) C U. Nous avons
fla+n) = f(a) +daf(h) +e1(h), |h] <R,

avecd, f : E — Glinéaireetey(h) = o(||h||) quand b — 0.

Il s’ensuit que, si ||z — a|| < R, alors

f(@) = fla) =fla+ (= a)) = fla) = daf(z —a) + &1(z — a)
=0(llz — all) + o([lz = al]) = o(1) + o(1) = o(1)

quand z — a. f est donc continue en a. O



Proposition 2. Soient f, g : U — G différentiables (en a € U), et A € R. Alors
f + Ag est différentiable (en a) et d,(f + \g) = dof + Adag.

Démonstration. Avec R comme ci-dessus, nous avons

fla+h) = f(a) +daf(h) +ei(h), |[h] <R,
gla+h) = g(a) + dag(h) + &2(h), [[h]| < R,

avecd, f,d,g : E — Glinéairesete;(h) = o(||h||) quand h — 0. Il s’ensuit que
(f +Ag)(a+h) = (f + Ag)(a) + (daf + Adag)(h) +(h), [[R]| < R, @)
ol

e(h) :=ex(h) + Aex(h) = o([[n]]) + O(1) o([|]])

(2)
=o([|Al]) + o([[n]l) = o(l[2[]) quand ~ — 0.

En utilisant (1), (2) etle fait que d,, f + Ad, g est linéaire, nous obtenons d, (f +
Ag) = daf + )\dag- D

Proposition 3. Soient f : U — Retg: U — G différentiables (en a € U). Alors
fg: U — Gestdifférentiable (en a € U) et

do(fg)(h) = f(a)dag(h) +daf(h)g(a), Vh € R". (3)

Démonstration. Soit R comme ci-dessus. Nous avons

fla+h) = f(a) +daf(h) +ei(h), |[h] <R,
gla+h) = g(a) + dag(h) + e2(h), |1l <R,

avecd,f : E — R, d,g : E — G linéaires et ¢;(h) = o(||h||) quand b — 0.11



s’ensuit que

fla+h)gla+h) =[f(a) + duf(h) + e1(h)] [g(a) + dag(h) + e2(h)]
=f(a)g(a) + [f(a) dag(h) + daf(h) g(a)]
+e1(h) [g(a) + dag(h) + e2(h)]

+e2(h) [f(a) + daf(h)] + daf(h) dag(h)
(

=f(a)g(a) + [f(a) dag(h) + daf(h) g(a)]
+o([[R) [O) + O([[n]]) + o([|A])] @
+o([[2]) [O() + O([[R])] + O([IA]]) O(lIA]])

=f(a)g(a) + [f(a) dag(h) + duf(h) g(a)]
+o([[l]) + o([[41*) + o([|Al[*) + o([I 1)
+o([[R[*) + O(lIR]*)

=f(a)g(a) + [f(a) dag(h) + duf(h) g(a)] + o(||]]),

les o s’entendant quand h — 0.
Par ailleurs,

E > hw f(a)dag(h) +duf(h) g(a)
est linéaire (vérifier). En utilisant ce fait et (4), nous obtenons (3). O

Proposition 4. Nous supposons G de dimension finie. Soit V' un ouvert de G.
Soit (H,), () un espace normé sur R. Soient f : U — G telleque f(U) C V et
g:V — H.Si festdifférentiable (ena € U) et g est différentiable (end := f(a)),
alors g o f est différentiable (ena € U) et

da(g o f)(h) = dp@gldaf(R)],Vh € E, ®)
ou encore
da(g o f) = [dsa)9] o [daf]. 6)

Démonstration. Soitr > 0 tel que B(f(a),r) C V. f étant continue en q, il existe
und > Otel que

[z €U, |lz = al| <] = [|f(z) = fla)]] <.



Par ailleurs, il existe R > 0 tel que B(a, R) C U. Soit p := min{J, R}. Nous
avons alors

Ih|| <p = a+heBla,p) = [a+heU, fla+h) € B(f(a),r)].
Nous avons

fla+h) = fla)+daf(h) +ei(h), [[L] <p,
9(f(a) + k) = g(f(a)) + dy)g(k) + ea(k), K[ <7

avec £1(h) = o(||h]]) quand h — O etey(k) = o([||k[|) quand & — 0.

Si||h|| < p, alors (les o étant entendus quand leurs arguments tendent vers
0)

9(fla+h)) =g(f(a) + dof(h) +e1(h))
=9(f(a)) + dp@9g(daf(h) + €1(h)) + €2(daf(h) + £1(h))
=9(f(a)) + dp@9(daf(h)) + d@)g(er(h))

+o(daf(h) +&1(h))

=9(f(a)) + ds@g(daf(h)) + O(er(h))
+o(O([[A[l) + o(l[2[]))
=9(f(a)) + dp@g(daf(h)) + O(o([|A]]) + o(O([[n]]))
=9(f(a)) + ds@g(daf(h)) + of[|h]]) + o([[]])
=g(f(a)) + df(a 9(daf(h)) + of[Al))
=9(f(a)) + [ds@g] o [daf](h) + o([|A]])-
L'application [df(,g] o [d, f] étant linéaire, nous obtenons (5). O



