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Exercice de cours #7. Soient fi, fo :]0, 1[— R deux fonctions dérivables. Soit
f:0,1P— R,

fz1,29) == fi(xy) + fa(z2), Yy, 29 €]0,1].
Montrer que f est différentiable et calculer d, f, V a €]0, 1[°.

Solution. Rappelons que si g :|b, c[— R est dérivable (en a €]b, c|), alors g est
différentiable (en a €]b, ¢|) et

dag(1) = g'(a). ()
De (1), nous avons, par linéarité de la différentielle,
dog(h) = dag(h-1) = hd.g(1) = ¢'(a) h, Vh € R. 2)

Soient f; et fo comme dans I'énoncé. Pour a, ay €]0, 1], nous avons (en uti-
lisant la formule (2) appliquée a f; au point a; et la définition de la diftérentielle)

fila; 4 hy) = fi(az) + f'(a;) by + €5(Ry), ‘)
V h; € Rtelque a; + h; €]0, 1],

avec
gj(hj) = O<hj) quand hj — 0, = 1,2. 4)
En sommantles formules (3) avec j = 1,2, nous obtenons, aveca = (a1, a3) €
]O, 1[2 eth = (hl, hg),
f(CL + h) = f((a1 + hl, ag + hg)) = fl(al + hl) + fg(CLQ + hg)
= filar) + fiar) by +e1(ha) + falaz) + fa(az) ha + €a(ha)
= fila1) + folaz) + filar) b + f3(az) ho +e1(h1) + €2(h2) (5)
:}(ra) ;:g(hl;;):[(h) ::s(hl;zrz):a(h)
= f(a) + £(h) +<(h), Vh € R*tel que a + h €]0, 1[.
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Notons ensuite que ¢ est une application linéaire. L’égalité (5) va nous amener
aux conclusions suivantes: f est différentiable en tout pointa = (a1, as) €]0, 1%,
et

dof(h) = £(h) = fi(a1) h1 + fy(az) ha, Vh = (hi, hy) € R?,
a condition de montrer que
e(h) = o(h) quand h — 0. (6)

Grace a la propriété o(h) 4+ o(h) = o(h) et ala définition e(h) := &1(hy) +
g9(hs), pour obtenir (6) il suffit de montrer que

gj(h;) =o(h)quand h — 0, j =1,2. 7
Fixons j. Soite > 0. Puisque €;(h;) = o(h;), il existe § > 0 tel que

|hy| <6 = |e;(hy)] < elhyl. ®)
De (8), nous avons

[hlle <0 = |hj| <6 = |gj(hy)| < e|h;] = |gj(hy)] < € ||h]loo,

ce qui implique (7) et complete la démonstration. O

Petit exercice # 9. Si f est trois fois différentiable, montrer que les dérivées par-
tielles du second ordre de f sont différentiables.

Solution. Par définition des fonctions trois fois différentiables : f est une fois dif-

" . ) e, . a . . 2
férentiable (et donc les dérivées partielles 8_f’ j =1,...,n,existent), et les dé-
L

rivées partielles 8_f' j=1,...,n, sont deux fois différentiables. Ce qui revient,
‘/I/‘ .
J

par définition des fonctions deux fois différentiables, a : 8_f est différentiable,
T

2

,J,k=1,... n,existent), et
8xk8xj

j=1,...,n (et donc les dérivées partielles
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les dérivées partielles , 7,k =1,...,n, sont différentiables. O
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