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Convexité et différentielle

Cadre
1. £ =R".

2. f: U — R,avec U C E ouvert convexe, Cest-a-dire : z,y € U —
[z,y] C U.Rappelons que [z,y] = {(1 —t)x +ty; t € [0,1]}.

3. Pourz,y e Uet f: U — E, soit

Gzy : [0,1] = R, g,y(t) = f(1—t)x+ty), Vt €0, 1].

4. - estle produit scalaire usuel dans R”.

5. Par définition, une fonction f : U — R est convexe si

f((A=t)x+ty) <(1—t)f(z)+tf(y),Ve,y e U, YVt €[0,1]. (1)

Rappels. Convexité et dérivée
Soitg : I — R, avec I C Rintervalle non dégénéré.

1. Si g est dérivable, alors g est convexe si et seulement si ¢’ est croissante
sur /.

2. Si g est deux fois dérivable, alors g est convexe si et seulement si ¢” > 0
sur /.

Proposition1. f est convexe <= g¢,, estconvexe,Vz,y € U.



Démonstration. « <= » Soientz,y € Uett € [0, 1]. Alors

Sl =t)x+ty) = goy(t) = goy((1 —1) - 0+¢-1)
S =) goy(0) +1gy(1) = (1 1) flx) +1 f(y),

et donc f est convexe.
« = »Solentx,y € U etty,ts,t € [0,1]. Nous devons montrer que

Gry(L—=1) - t1+1-t2) < (1 —1) gay(ts) + 1 guy(ta). 2)

SiX:=(1-t)x+t1y,Y =1 —ty)xz+tyy,alors X, Y € [z,y] C U (et
donc (1 —t) X +tY € [X,Y] C U), et (2) équivaut a

S =) X +1Y) < (1=1) f(X)+Tf(Y),
qui suit de la convexité de f. O

Proposition 2. Soit f : U — R différentiable. Alors

festconvexe <= [Vf(y)—Vf(z)] -(y—xz)>0,Va,yeU.

Démonstration. « = » Solentz,y € U. Nous avons f différentiable —= g,
dérivable et g, (1) = [Vf((1 —t)z +ty)] - (y — x), Vt € [0,1]. En utilisant
la Proposition 1, nous obtenons f convexe = g, , convexe = g, (1) —
9ry(0) 20 = [Vf(y) = Vf(x)]- (y —z) = 0.

« <= »Soientz,y € Uet0 < t; < ty < 1.Posons X := (1 —t1)x + t1y,
Y :=(1—ty)x +tyy,desorteque X,Y € [z,y] C U. Nous avons

0<[VIY) - VX)) (Y -X)
=(t2—t1) (y—)

=(ta — 1) [VFY) = V(X)) (y —2)
>0
=(ty — 1) (g, (t2) — 95, (t1)),

dotg, ,(t2) > g, ,(t1). Ilsensuit que g, , est croissante, et donc g, , est convexe,
Vx,y € U.Nous concluons grice a la Proposition 1. N



Proposition 3. Soit f : U — R deux fois différentiable. Alors

festconvexe <— H,f >0,VaeU.

Démonstration. « <= » Soientx,y € Uett € [0,1].Soitz := (1 —t)z +ty €
[z,y] C U.Comme [z,z] C [z,y] C U et,de méme, [z,y] C U, la formule de
Taylor a 'ordre deux avec point intermédiaire donne I'existence de ¢ € [z, x] et
d € [z,y] tels que

f@)=f(2)+ V)] (z—-2)+

> 3)
> f(z) +[Vf(2)] (x = 2),

FW) = 1) +IVAE] (0 2) + 5 [Haf 0= 2] (= 2) .
>0 4

2 f(2)+ V)] (y—2).

En multipliant (3) par (1 —t), respectivement (4) par t, et en ajoutant les deux
formules obtenues, nous obtenons

A —t) fl@) +tfly) > f(z) + V()] (A—1)(x—2)+1(y —2))

-
-~

=0

=/(2),

et donc f est convexe.

« = »Soita € U. Soitr > 0tel que B(a,r) C U. Soitv € R". Alors il existe
r : .

convient si

7> 0telquea + 7v € U. (Tout 7 > 0 convientsiv = 0.7 := 2Tl
v

v # Ogn.) Posons b := a + 7v. La fonction g, ; est convexe (Proposition 1).
Par ailleurs, g, , est deux fois dérivable, V z,y € U. En effet, f étant différen-
tiable, g, , est dérivable et

9oy @) = V(L =)z +ty)] - (y — x)

=D O =tz +ty) (y; —xy).

j=1

®)



Comme f est deux fois différentiable, les dérivées partielles 0, f de f sont
différentiables. En reprenant la preuve pour g, ,, nous obtenons que le membre
de droite de (5) est dérivable . Donc g, , est deux fois dérivable et (en appliquant
au membre de droite de (5) la formule qui permet de calculer g‘;,y) nous avons

gzlv/,y(t) = %Z(ajf)((l —t)x+ty) (yj _ l‘j)
=S @A — )+ 1) (s — ) — ) ©

= [Hao—tyareyf (y—2)] - (v — 7).
En appliquant (6) & g, avec t = 0, nous obtenons (en utilisant la convexité
de ga,b) :

0 < gy (0) = [Haof (r0)] - (v) = T2 [Haf (v)] - v,

>0
dou[H,f (v)]-v>0,YVv e R" etdonc H,f >0,Va € U. O
Proposition 4. Soit f : U — R différentiable et convexe. Soita € U. Alors

a est un point de minimum (global) de f <= V f(a) = Op-.

Démonstration. « = » C’est le théoreme de Fermat. (Pour cette implication,
I'hypothese f convexe ne sert pas.)

« <= »Soitz € U. La formule de Taylor avec point intermédiaire donne l'exis-
tence d'un b € [a, =] tel que

f(@) = fla) +[Vf(O)] - (z —a) = fla) +[Vf(b) = Vf(a)]- (x —a). ()

Sib = a,alors f(z) = f(a) > f(a).Sib # a, alors il existe ¢ €]0, 1] tel que
b= (l—t)a+tx,etdanscecasb—a = _t (x—a).De (7), nousobtenons alors

fe) = fla)+ 1 [V0) = V(@) (- a) > fla).
~ >0 (Proggsition 2)

Dans tous les cas possibles, nous obtenons f(x) > f(a), etdoncaestun point
de minimum (global). O



