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Consignes. a) Préciser la nature des intégrales qui interviennent dans les calculs.
b) Justifier I'utilisation des résultats théoriques (continuité des intégrales a parametre, théoréme
de Tonelli, changements de variables, etc.) et préciser a quel type d’intégrale s’applique le résultat
utilisé.
. . . L. . 1, si0<sx<n N
Exercice 1 (5 p.). Soit f : R — R la fonction 27-périodique telle que f(x) = ) A
-1, si—m1<x<0

sin((2k + 1)x
partir du développement en série de Fourier de f, calculer la valeur numérique de Z %,
k=0

x €R.

< =x+
Exercice 2 (8 p.). Soit Q = {(x, y) € R?; 0 < y < x}. Al’aide du changement de variables {u Yy ,
v=xy

que l’on justifiera, calculer la valeur numérique de 'intégrale

~+* Y
e —=dxdy.
j;l VXY

Définitions, formules et résultats utiles pour I’exercice 3. Nous travaillons dans R muni de
la tribu de Lebesgue .77 et de la mesure de Lebesgue 1.

a) F&)= f e () dx, ¥ f € LUR), VE ER.
R

b) e (&) = /e 4 YEeR,

¢) Formule d’inversion de Fourier. Si f € Z(R) est continue et si f € Z1(R), alors
1 ~
F)=— f e F@)de, VaeR.
27w Jr
d) Soient f,g:R — C. Aux points x € R ou cela a un sens,
fr80= [ fe-ngmdy= [ FDgt-dy,
R R

e) Sif,g€ ZLYR), alors f * g€ LNR) et f/*\g =7g.

f) Deux exposants p et g sont conjugués si 1< p,q<ooet 1/p+1/q=1.

g) Si fe ZP(R) et ge Z9R), avec p et q conjugués, alors f * g est continu, défini en tout point et
If *g@I <IfllLr lIgllLa, Yx €R.

h) Inégalité de Young. Soient 1< p,q,r<ocotelsque 1+1/r=1/p+1/q.Si f € ZP(R) et g € LI(R),
alors f+xge Z"R) et If xglLr <IIflr llglLa.
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Exercice 3. Partie I (12 p.). On pose, pour ¢ >0 et x € R, ®'(x) = —— e~ (X)(4L)

4t
1. Montrer que ®’ € ZX(R), V¢ > 0.



Calculer CTD\"‘ t>0.
Montrer, & partir de la formule précédente, que ®° ol = s+ ,Vs,t>0.

Montrer que ®° * @’ est continue, Vs, > 0.

AL

En utilisant les deux questions précédentes et la formule d’inversion de Fourier, montrer
que @ * @' = P3* Y5 ¢>0.

6. Pour 1< p <oco et t >0, montrer que ® € Z?(R) et calculer | D] z».

Partie II (4 p.) On pose, pour t >0, 1 < p <oco et f € LP(R), St)f = f » ®!. Soient f € LP(R) et
s, t>0.

7. Montrer que S(8)f € ZP(R).
8. Montrer que S(¢)f € C(R).

9. Esquisser une preuve de 'égalité (vraie) S(s)S(¢8)f = S(s+1t)f. De quelle propriété du produit
de convolution aurions-nous besoin pour une preuve rigoureuse de cette égalité ?

Partie III (5 p.). Soit f € Z1(R). Soit u(x,t) = S)f(x) = f * P'(x), VxR, V¢ > 0.
10. Montrer que u € C(Rx]0,00[).

62
11. Proposer, sans justifier leur validité, des formules pour (x t) (x t) (x t).

12. Si les formules de la question précédente sont vraies, montrer que

02
( ,t) = (xt) VxeR,Vt>0.



