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Question de cours (4 p.). Soit (X,T ) un espace mesurable. Soit f = (f1, f2, . . . , fn) : X → Rn.
Montrer l’équivalence des propriétés suivantes :
1. fi : X → R est mesurable, i = 1, . . . , n ;
2. pour tout B ∈ BRn , f−1(B) ∈ T .

Exercice 1 (3 p.). Prouver ou réfuter les affirmations suivantes.
a) Un borélien est un ouvert ou un fermé.
b) Soit (X,T , µ) un espace mesuré. Si A ∈ T , alors µ(X) = µ(A) + µ(Ac).

Exercice 2 (3 p.). Calculer lim inf
n→∞

(n+ 1)(−1)
n

.

Exercice 3 (4 p.). Nous travaillons dans R, avec la tribu borélienne BR et la mesure de Lebesgue
ν1.
a) Calculer ν1(Q).
b) Soit f = χQ. Existe-t-il une fonction continue g : R→ R telle que f = g ν1-p.p. ?

Exercice 4 (5 p.). Soit (X,T ) un espace mesurable. Soit f : X → R et soit g : X → R,
g := exp(f). Montrer que

[f est mesurable] ⇐⇒ [g est mesurable].

Exercice 5 (3 p.). Soient A1, A2, B1, B2 des parties de l’ensemble X. Montrer que

(A1 ∪ A2) \ (B1 ∪B2) ⊂ (A1 \B1) ∪ (A2 \B2).


