Chapitre 3

Chaleur

Rappelons que l'opérateur de la chaleur est donné par Lu = u; — A u, ou u = u(x,t). Rappe-
lons aussi la solution fondamentale

Le—'x'%‘” sit>0
E(x,t) =< (4nt)v/2 ’ .
0, sit<0

Formule de Goursat

La formule qui suit est ’analogue, pour ’équation de la chaleur, de la deuxiéme formule de
Green.

3.1 Proposition (Formule de Goursat).

Hypotheses. U C R xR est lipschitzien. u = u(x,t),v = v(x, t) sont de classe C? dans U. Au moins
l’un des U, suppu et suppv est relativement compact.

Conclusion. On a

(3.1)

Y +( v ou )
uv u—n-vu
! ov, ov,

/[u(atv+Axv)+v(atu—Axu)]:/
u oU

Ici, on a écrit v =(v,,v;) ER" xR.

Démonstration. On a u(0;v +A,v)+v(0:u —Ayu) =div »F, ot F(x,t) = (uV,v —vVyu,uv). Pour
conclure, on applique, a cette identité, le théoreme flux-divergence. O

3.2 Corollaire.
Hypothéses. U T R" xR. w €U est un ouvert lipschitzien. u € C2(U) vérifie Lu = 0 dans U.
Conclusion. On a

0
/ uvt:/ u. (3.2)
ow ow 6Vx

Démonstration. On prend v =1 dans la formule de Goursat. O
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32 CHAPITRE 3. CHALEUR

Formule de la moyenne

Dans cette partie, nous allons établir le Théoreme 3.5 qui est ’analogue, pour I’équation de
la chaleur, de la formule de la moyenne pour I'’équation de Laplace.

3.3 Définition. On définit la boule (fermée) parabolique de rayon r par
B(x,t;r)={(y,s);s<tet E(x—y,t—s)=1/r"} ={(y,s); E(x—y,t —s) = 1/r"*}.

Lintérieur de la boule est noté B(x, ¢; r). La sphere parabolique est le bord de la boule parabo-
lique :

S(x,t;r)={(y,s);s<tet E(x—y,t—s)=1/r"}.

3.4 Remarque. Le changement d’échelle naturel pour ’équation de la chaleur est (x,¢) —
U,(x,t) := (rx,r2t). En effet, on a Llu(rx,r?t)] = r2[Lul(rx,r2t), cest-a-dire Llu o U, )(x,t) =
r2[LuloU,. De ce point de vue, U, joue, pour I'équation de la chaleur, le méme role que
I’homothétie x — V(rx) = rx pour 'équation de Laplace; cette homothétie satisfait A[uoV,] =
r2[AuloV,. En outre, on a B(0,0; r) = U.(B(0,0; 1)), alors que les boules euclidiennes standard
vérifient B(0,r) = V,.(B(0,1)). Les boules paraboliques ont donc "la bonne homogénéité".

3.5 Théoreme (Formules de la moyenne pour I’équation de la chaleur).
Hypothéses. U T R" xR. B(x,t; R)cU. u e C%(U) vérifie Lu =0 dans U.
Conclusions. On a

0, E(x—y,t—
u(x,t):_/ e S)u(y,s)dif"(y,S)
S(x,t;r)

ovy
r—QnIy_x|2
= ,8)dA"(y,s), VO<r<R
/Sxt'r 4(t_s)2|VE(y’_s)|u(y s) (y s) r
(x,t;7)
r2% |y —x|? 3.3)
u(y,s)d A" (y,s)
_/S(x,t;r)4(t_3)2|VE(y:_S)| Y Y
d A" (y,s)
/S(x,t;r) A(t — s)?|VE(y,—s)I Y
et
a2
1 | 12 / %u(y,s)dyds
_ . s
u(x,t):—n/ y—xzu(y,s)dydsz B(x,t;R) _ (34)
4R" /B ;R) (1= 5) / y=a
5 yds
B,t:R) (E—8)

Variante : les formules (3.5) et (3.3) restent valables sous les hypotheses plus faibles suivantes :
ue€CB(x,t;R)), uecC?et Lu=0 a lintérieur de B(x,¢; R).

Démonstration. La preuve du théoreme est similaire a celle du Théoréme 2.4 ; on utilise la
formule de Goursat a la place de la deuxiéme formule de Green.

On peut supposer x =0, ¢ =0.
Etape 1. On établit (3.3) en utilisant la formule de Goursat. Soit F(y,s) =E(-y,—s)=E(y,—s).
A partir de LE =0 si ¢t >0 on obtient 0,F + A F =0 sis<0.
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Soit, pour ¢ > 0, U, = S(0,0; ¢ Vn). On a U. = F~1({¢}). Soit v la normale extérieure a

B(0,0; c=¥"), que I’'on écrit comme v = (v,,vs). Si on pose ¢ := ((2ns +|y|?)? + 432|y|2)1/2, on véri-
fie aisément les identités
2sy 3 0yF(y,s) cly®>  c2lyl?
=2 \wF=F, - _ G Y (y,8)eU,. 3.5
V= V=4 dv, ¢ " azvEp el (8.5)
La premieére égalité de (3.3) revient a
0,F(y,s)
4(0,0) = — / 98y, 5). 3.6)
. 0vy

Pour obtenir (3.6), I'idée est d’utiliser (3.1) avec Q = B(0,0; ¢~ ") et v = F. Ceci est impossible
directement, car F n’est pas continue en (0,0). On procéde par approximation : si € > 0 est
suffisamment petit, alors I’ensemble

Q. ={(y,8)€B(0,0;c"V"); s < —¢}
est Lipschitz, de bord U: LI I, ou

U:=U,nl[s<-el, It =B(0,r%) x {—¢};

ici, ré = eV [—2nc?meln(4mc?e)]V2 (dapres IExercice 3.24). La formule de Goursat (3.1) ap-
pliquée dans Q) donne

oF 0
/ qus+(u——F—u)
00,

Clairement, on a v =1 et v, =0 sur I;.

=0. 3.7

Soit P la gaussienne standard, P(x) = e_|x|2/4, qui vérifie / P =1. En notant que

(4ﬂ)n£/2
-
F(y,—€)=P ;(y), et en utilisant le fait que lir% 70_ = 00, la Proposition 8.8 et I’Exercice 8.39, on
e—0 /€
trouve
lim | uFvg=1lim | uF =u(0,0). (3.8)
e—0 Ig e—0 Ig
Comme F =c¢ sur U;, on a
0 0
lim [ |uFv-F—|= c/ wvs— — | =0, (3.9)
e—0 Ue Ovy U, aVy

en utilisant (3.2).

oF
Enfin, — étant intégrable sur U, (Exercice 3.25), on trouve
Vy

oF oF
lim u— :/ u—. (3.10)
e—0 U: avy U, aVy

On obtient (3.6) en combinant (3.7), (3.8), (3.9) et (3.10).
La deuxiéme égalité de (3.3) suit de la premiere et de (3.5). En prenant u =1 dans (3.3), on
obtient que le dénominateur de la derniére ligne de (3.3) vaut 1.
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Etape 2. On obtient (3.4) en utilisant la formule de la co-aire Théoréme 8.23. On a

1 [ 4u(0,0 1 [ 2
1(0,0) = / 0.9 e = / / DL y,9)d "y, 9)de
4R™ Jypn ¢ 4R"™ Jyrn JU(0,0;0) SIVF|
Yy
=— “—u(y,s)dyds = —— “—u(y,s)dyds.
4R™ Jip>1rm 82 4R™ Jp(xt;R) S2

La deuxiéme égalité ci-dessus repose sur la derniere identité de (3.5); la troisiéme suit de la
formule de la co-aire.
La deuxiéme égalité dans (3.4) s’obtient en prenant u = 1 dans la premiére égalité de (3.4).

Etape 3. Preuve de la variante. Lidentité (3.4) suit toujours de (3.3) en utilisant la formule de
la co-aire. Pour obtenir (3.3) on applique, avec 0 < 6 < R fixé, la formule (3.3) pour exprimer
u(x—e,t) en fonction des valeurs de u sur S(x —€t; R —0). On fait ensuite € \ 0, puis 6 \\ 0. [

3.6 Corollaire.
Hypotheses. B(x,t;r)cUCR"xR. ue C2(U) vérifie Lu =0 dans U.
Conclusion. On a

min u <u(x,f)< max u, (3.12)
B(x,t;r) B(x,t;r)

avec égalité si et seulement si u est constante dans B(x,t;r).

Principes du maximum

3.7 Définition. Soient 2 C R” et —oo < a < b < co. La frontiére parabolique de 'ouvert Q x(a,b)
est

I'=(Qx{a})u(Qx[a,b)).

Sia=0,b="T,la frontiere parabolique est notée I'r.
On pose aussi Qr =Q x(0,T); c’est le cylindre parabolique de hauteur T'. On définit de méme
le cylindre fermé Q7 = Q x [0, T1].

3.8 Théoreme (Principe du maximum). .
Hypothéses. QT R” est borné. u € C?(Qr)nC(Qr). u vérifie Lu = 0 dans Qr.
Conclusion.

miny =minu et maxu =maxu. (3.13)
Qr I'r Qr I'r
Variantes :

1. SiueC%Qp)nCQr)et Lu <0 dans Qp, alors maxu = nltgaxu.
Qr T

2. SiueC2(Qr)nC(Qr) et Lu =0 dans Qr, alors minu = n%in u.
Qr T
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Démonstration. On traite le cas du maximum. On suppose d’abord
ueC*Qr\Tr). (3.14)

Soit v.(x,t) = u(x,t)—et, ou € > 0.

Etape 1. On montre que
ve n'a pas de point de maximum en dehors de I'7. (3.15)

Preuve par I'absurde. Soit (xg,to) point de maximum de v, dans Qr\I'r. En particulier, a xg
fixé, to > 0 est point de maximum de v, par rapport a ¢ € [0,¢¢], d’'ot 0;v(x,%0) = 0.

De méme, a t( fixé, x est point de maximum de v, par rapport a x, d'ou V,v.(xg,%9) =0 et
I’hessienne partielle de v, par rapport a x est négative. En particulier, la trace de 'hessienne
est négative, c’est-a-dire A,v.(xg,%¢) <O0.

On trouve la contradiction

—E= LUE(DC(), to) = Otvg(xo, tO) - Axve(xO, tO) = 0.

Etape 2. Conclusion. Sous hypothése (3.14), on a, d’apres 'étape précédente,

maxv, < maxv, < maxu. (3.16)
Qr I'r Ir

La conclusion du théoréme (en supposant (3.14)) s’obtient en faisant € /0 dans (3.16).
Le cas général : on applique le cas précédent sur Qg, avec 0<S < T, puis on fait S /" T.
La preuve des variantes est similaire. O

3.9 Corollaire.

= Lu=f dansQ
Hypothéses. QT R™ borné. u € C2(Qr)n C(Qr) solution de { u=f dans T

u=g surlr
Conclusion. |u|<Tsup|f|+max|g|.
Lu=f dansQr

a au plus une solution u € C2(Qr)N C(Qp).
u=g surlyp

En particulier, le probleme {

Démonstration. Soit v(x,t) = u(x_,t)—maxlgl —tsupl|f]. On a Lv <0 dans Qp et v=0sur I'r,
d’ot1 v < 0. On obtient v <0 dans Q7. De méme, u(x,t)+max|g|+tsup|f| =0 dans Q7. On trouve

lu(x,t) <max|g|+tsup|f| < Tsupl|f|+max|g|. O

3.10 Théoreme (Principe du maximum rétrograde).

Hypotheéses. Q T R™ ouvert borné et connexe. u € C2(Qr)n C(Qr) vérifie Lu = 0 dans Qp. (x,t) €
Qr\T7pestun point d’extrémum de u.

Conclusion. u est constante sur Q.

Démonstration. On traite le cas d’'un point de maximum. Soit M le maximum de u. Un segment
I cQr\I'r dextrémités (xg, () et (x1,#1) est appelé intervalle descendant si ¢y > #1.

Etape 1. Si I est descendant et si u(xq,to) = M, alors u =M sur I. En effet, soit

T:=inflo € [t1,t0]; u(y,s) =M, V(y,s) eI avec s € [0, tol}.
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Si 7 = t1, on a fini. Sinon, on va aboutir & une contradiction. Soit z € Q tel que (z,7) € I. Soit
r>0 tel que B(z,7;r)c Q7. Le Théoreme 3.5 donne u = M dans B(z,7;r). Comme I NB(z,7;7r)
est un intervalle non dégénéré !, ceci contredit la minimalité de 7.

Etape 2. u est constante dans Q x (0,¢). Au passage, ceci achéve la preuve, car par continuité
on a alors u = M dans Q x [0, ¢].

Soit (y,s) € Q x[0,t). Q étant connexe, il est connexe par lignes polygonales : il existe
I4,...,I; segments adjacents, d’extrémités x,x1,...,x; = y, connectant x a y. Soient ¢ > 1 >
...tj=s. Les segments de (x,?) a (x1,%1),..., de (x;_1,t;_1) & (x;,¢;) sont descendants, adjacents,
et connectent (x,%) a (y,s). En utilisant la premiere étape, u est constante le long de chacun de
ces segments, d’ou u(y,s) = u(x,t). O

3.11 Remarque. Lingrédient clé de la preuve est le suivant : si (x,¢) est un extrémum local
de u vérifiant Lu = 0, alors u est constante sur B(x,t;r), pour r suffisamment petit. Néan-
moins, dans le principe du maximum rétrograde, il ne suffit pas de supposer (x,t) point de
maximum local pour déduire que u est constante sur Q x [0,¢]. Voici un contre-exemple : soit
u € C®°(R" x R;) comme dans la Proposition 3.17. Soit b > 0 tel que u(x,t) =0 si ¢t = b. Soit
Q borné contenant l'origine (de sorte que u(0,t) # 0 sur [0,b]). Si b <t <T, alors (0,¢) est un
maximum (et minimum) local de u, mais u # 0 dans Q x [0, ¢].

3.12 Remarque. On ne peut pas améliorer la conclusion du théoreme a u = u(x,t) dans
Q x[0,¢+¢]. On va donner un contre-exemple en admettant le résultat suivant de régularité
parabolique : soit Q = (0,1) T R. Si & € C®°(Qr), alors il existe u € C®(Qr) vérifiant Lu = 0 dans
Qretu=hsurlp.?

Soit 0 <t < T. Soit ¢ € C([0,T],R_) telle que ¢ =0 sur [0,¢] et ¢ #0 sur [0,¢+¢€], Ve > 0. 3

_ Lu=0 dansQ
Soit h(x,s) = ¢(s). Soit u € C*°(Qr) solution de “ ans T Le principe du maximum
u=h surlp

dans Q; donne u =0 dans Q x [0,¢]. Le principe du maximum dans Q7 donne u <0 dans Q7.
Ainsi, (x,7) est un point de maximum, V x € 2, mais la donnée au bord interdit d’avoir u = u(x, t)
dans Q x [0,¢+€].

Nous allons maintenant mettre en ceuvre la méthode d’énergie pour retrouver le Théoreme
3.8; cette preuve est bien adaptée aux solutions faibles. D’abord un résultat préliminaire.

3.13 Lemme.

Hypothése. Q C R" borné.

Conclusion. Il existe une suite (C;) d’ouverts de classe C™ tels que :
1. Q;EQ;.1 EQ
2. lim sup dist(x,00Q)=0.

J_)ooxEGQj

Démonstration. Soit K, = {x € Q; dist(x,0Q) = ¢, |x| < 1/¢}. Notons que Q = | JK1/g;). Soit ¢; €

J
Ce°(Q;[0,1]) telle que ¢; =1 dans Kyyzgj) et supp@; < K1/2j+1)- Le lemme de Sard (Théoreme
8.14) implique l'existence d’un ¢; € (0,1) valeur réguliere de ¢;. Si on pose Q; = {x; ¢;(x) > t;},
alors 2; est C™ (en utilisant la Proposition 8.16). Par ailleurs, on a

K95 < QjcKigjr1) € Ki2j+2) € Qji1,

d’ou Qj / Q. Enﬁn, X € OQ] —X gKl/(Zj) - d1st(x,6£2) < 1/(2]) O

1. Cest ici qu'intervient le fait que I est descendant.
2. Exercice : ceci découle du Théoréeme 3.15.

0,sis<t
3. Prendre par exemple ¢(s) = sy ? s
—e VT T gis>t
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Preuve du Théoréme 3.8 par la méthode d’énergie. Montrons par exemple que

maxu = maxu 3.17)
ET I'r

sous ’hypothese Lu < 0.
Etape 1. On prouve (3.17) sous les hypothéses supplémentaires Q de classe C! et u € C2(Qr).
Soit M = maxu. Soit @ € C2(R; R) telle que : P(t)=0sit <M, d(t)>0,P'(t)=0,0"(¢t)=0sit>
M.*

En multipliant I'inégalité Lu < 0 par ®'(u) et en intégrant sur Q a ¢ fixé, on trouve

02/(@’(u)@tu—d)’(u)Axu):dt (/ q)(u))+/CD"(u)Iqu|2.
Q Q Q

Il s’ensuit que ¢t — F(f) := / D(u(-,t)) décroit. Comme F(0) = 0, on trouve F(¢) <0, V¢, dou
Q

us<M.

Etape 2. Le cas général. Soit Q ; comme dans le Lemme 3.13. Si € > 0, alors la premiére étape

appliquée au cylindre Q; x [¢,T — €] donne

max u-=

max u.
Qjx[e,T—¢] (Q;x{ehu(0Q; x[e,T~€)

On conclut en faisant, dans cette égalité, £ 0 et j — co. Au passage, on utilise 2. du Lemme
3.13 et la continuité uniforme de u sur Q7. O

Passons aux résultats d’existence. Les deux résultats qui suivent sont les pendants para-
boliques des théoremes de Poincaré et Kellogg pour le probleme de Dirichlet homogene

Lu=0 dans Qrp
Uit=0 = U0 dans Q . (318)
u=0 sur 02 x [0,T1]

Nous supposerons satisfaite la condition de compatibilité
ug=0 suroQ, (3.19)

qui revient a u € Cy(Q2) si Q est borné lipschitzien. o
Une solution classique de (3.18) a la régularité u € C%(Qr)n C(Qr).

3.14 Théoreme.
Hypotheéses. Q C R"™ borné lipschitzien. ugy € Cy(L2).
Conclusion. (3.18) a une solution classique.

Si on veut plus de régularité, il ne suffit pas de supposer ug et Q) plus réguliers. Il y a des
conditions supplémentaires de compatibilité. Par exemple, si u € C*°(Qr), alors a partir de
Iéquation Lu = 0 satisfaite si £ =0 on conclut a

Afug=0 surodQ,VEkeN*. (3.20)

3.15 Théoreme.

Hypothéses. Q T R™ borné de classe C°. uy € C®°(Q). Les conditions de compatibilité (3.20) sont
satisfaites.

Conclusion. La solution de (3.18) est de classe C*°(Qr).

L'approche la plus naturelle pour montrer ces deux résultats passe par la théorie des semi-
groupes (théoréeme de Hille-Yosida). Nous y reviendrons.

4. Par exemple, ®(¢) = [(¢ — M), 1* convient.
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Non unicité

Dans cette section, nous allons voir que ’équation de la chaleur dans le demi-espace

{Lu =0 dans R" xR, 3.21)

uip=0=0

a une infinité de solutions (Proposition 3.17), mais que la solution du probleme non homogéne

{Lu =0 dans R™ x R, (3.92)

U= = f

donnée par (1.3) est la seule raisonnable (Proposition 3.18 et Théoreme 3.19).
Le résultat suivant est la généralisation des inégalités de Cauchy (pour les fonctions holo-
morphes) a des fonctions de plusieurs variables.

3.16 Lemme.
Hypotheses. P est un polynéme de n variables. a € N" et r > 0.
Conclusion. On a

a!
rlal

|0%P(x)| < sup |P(2)|,Vx €R",

T'(x,r)

ot [(x,r)={z€C"; |z, —xjl =1,V j}.°

Démonstration. Le cas n = 1 correspond aux inégalités de Cauchy. La récurrence sur n est
immédiate. O

3.17 Proposition. Le probléme (3.21) admet des solutions non triviales dans C*°(R™" xR, ).

Démonstration.

Etape 1. Construction de u. On s’appuie sur le résultat suivant, dont la preuve est simple [14,
Theorem 1.3.5, p. 19] : soit (a;) une suite décroissante de nombre positifs telle que Za j < oo.
Soit B :=2//ag-...-aj). Alors il existe une fonction f € C°(R,), non identiquement nulle, telle
que |[fY) < B i, Vt€R,V jeN. On considere une telle fonction f correspondant au choix ag =1,

1
aj=—,Vj=1,ouac€]l,2l

7
1 . .
Soient aj:=2j(2j+n-2),co:=1etcj:= —————,V j=1. On choisit u(x,?) := chf(])(t)lxlzj.
ar-...-aj j ~———
uj

Etape 2. u est C® et 0% = Y 0%j, Ya € N**1. 1l suffit de montrer que ) 8%u; converge
normalement sur tout K € R" xR. Soit R tel que |x| < R,V (x,t) € K. On écrit a = (y, agp), avec
ap €N, vy e N". En utilisant le lemme 3.16 on obtient (voir 'exercice 3.23)

Y suplo®ujl <Y ¢iBjrary! 1+ vVaR)YRY M =Y "m .
J K J

mji1

On a lim

=0. La série des m est donc convergente.
Jj—oo m Jj

Etape 3. u n'est pas identiquement nulle. On a u(t,0) = f(¢) #0.

5. Plus généralement, on peut considérer x € C", a condition de prendre la dérivée complexe (9,,)**...(0,,)*" .
La preuve reste inchangée.
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Etape 4. u vérifie (3.21). En utilisant les égalités A,|x|% = aj|x|2(j_1), aji1cjy1=cj, Vj=0et
Pétape 2., on obtient

Lu(x,t)= 3 c;f T V@1l = ¥ c; P Oajlx7"D

j=0 Jj=1 =
=Y cif VPO = Y eV lxl¥ = 0.
j=0 j=0

Le résultat suivant montre que les solutions non-nulles de (3.21) sont tres grandes, donc
non physiques.

3.18 Proposition.
Lu=0 dansR"x(0,T)

Hypotheses. u € C(R" x[0,T]) solution de . Il existe C > 0,a > 0 tels
ui=0=0 dansR"

que |u(x,t)| < C el V(x,t) e R" x[0,T1].
Conclusion. u=0.

Démonstration. 11 suffit de montrer que u =0 dans R” x [0, €], avec € suffisamment petit, puis
de recommencer a partir de ¢t =¢.

1 1
Soit € < —. Soit v(x, t) := =l On vérifie que Lv =0 dans R™ x [0, €].
8a (2e — )2

Soit 6 > 0 et w := u —dv. Comme v(x,t) = e|x|2/(8£), Vx € R*", Vt € [0,e], on trouve

(zg)n/2
que, pour R suffisamment grand (dépendant de §), on a w < 0 sur la frontiere parabolique de

B(0,R) x (0,¢€). Le principe du maximum implique w < 0 sur Z_3(O,R) x [0,e]. En faisant R — oo,
on obtient w < 0 dans R" x[0,e]. En faisant 6 — 0, on trouve u <0 dans R” x [0, e]. Par symétrie,
on a aussi u = 0 sur cet ensemble, d’ou u =0 dans R" x [0, £]. O

Le dernier résultat de cette partie suggere que la solution de (1.1) donnée par (1.3) est
la seule raisonnable. Si u est censée représenter une température, alors u (dans 1’échelle de
Kelvin) doit étre positive pour tout temps.

3.19 Théoreme (Widder).
Hypotheses. u € C(R x[0,T]) solution positive de Lu =0 dans Rx(0,T). f := ujs=o.

Conclusion. u est donnée par (1.3), c’est-a-dire u(x,t) = /E(x -y, f(y)dy, VxR, Vte(0,T).
R
Au vu de ce résultat et d’autres résultats similaires, la solution (1.3) est adoptée comme
"la" solution du probleéme (1.1). C’est la solution "mild".
Formule de Duhamel

Considérons maintenant le probléme non homogene

{Lu =F(x,t) dansR"x(0,7T) (3.23)

up=0=1

En reprenant le calcul formel qui meéne a la solution (1.3) du probléme homogéene (1.1), on
devine que la solution est donnée par

t
u(x,t)://E(x—y,t—s)F(y,s)dyds. (38.24)
0 n

6. En francais dans le texte...
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L'intégrande (par rapport a la variable s) de cette formule n’est rien d’autre que la solution, a
I'instant ¢ du probleme homogéne Lu =0 avec comme donnée, a I'instant s < ¢, la fonction y —
f(y,s). En interprétant I'intégrale en s comme une somme infinie, on peut voir # comme une
superposition (infinie) de solutions de I’équation homogéne avec données initiales y — f(y,s) a
I'instant s; c’est le principe de Duhamel.

Notons que (3.24) ne peut donner qu'une des solutions de (3.23). Comme pour I'équation
homogene, cette solution est "la" solution raisonnable; c’est la solution "mild".

Effets dispersifs

Nous allons examiner le comportement, lorsque ¢ — oo, d’'une solution mild de (1.1) avec
donnée f € LP(R").
Soit P(x) := E(x,1), de sorte que E(-,) = P ;. Quel que soit p, on a

luC, Ol =P 7% fllLe < IP Il fllLe =1 liLe. (3.25)
Plus généralement, en notant que u(:,t) = P\/g *u(-,8), 0 <s <t (Exercice 3.27), on trouve
luC,Dler < llut,s)llLr, 0<s<t. (3.26)

Si p =00, (3.26) ne peut pas étre améliorée : si on prend f =1, alorson a u = 1.

De méme, (3.26) ne peut pas étre améliorée si p =1 : si f € L! est positive, alors (3.25) et
(3.26) deviennent égalités.

Pour les autres valeurs de p on a bien de la dispersion, c’est-a-dire la solution s’étale lorsque
le temps tend vers l'infini.

3.20 Proposition.

Hypotheses. 1< p <oo. f € LP(R").

Conclusion. La solution de (1.1) satisfait tlim lw(-, )l =0.
—00

Démonstration.

Etape 1. Le cas p =2. Dans ce cas, on a
luC, Bl 2 = 21) 2| Fu, B2 = @m) 2 )e ™M 4&)] 2 — 0 quand ¢ — oo,

la limite s’obtenant par convergence dominée.

Etape 2. Le cas f € C°(R™). Soit, pour commencer, p € (1,2]. Alors il existe 6 € (0,1] tel que
1 6 1-6

—= 3 + I En utilisant I'inégalité de Holder (8.2), on trouve

p

luC, Bl < 1wl DI luC, Ol ;2% < luC, D19, 1£117° — 0 quand t — co.

et on aboutit a la méme conclusion.

Si p €[2,00), on écrit — = -+
p 2 o0

Etape 3. Le cas général. Soit € > 0. Soit g € CP(R™) telle que || f —gllL» < €. Soit v la solution de
(1.1) avec donnée initiale g. Alors |lu(-,¢) —v(-,t)lLr <€, par (3.25). L'étape 2. implique

limsup (-, $)lLr <limsup [u(-,8)-v(, D)l s +limsup [v(:, &)lLr =limsup [u(-, &) -v(-, D)l <e.

t—o00 t—oo t—o00 t—oo

O]
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Un deuxieme type de dispersion est décrit par la

3.21 Proposition.
Hypothéses. u solution de (1.1). f € LP(R™).
Conclusion. |u(x,t)] <t 2P| flLs.

Démonstration. Linégalité de Holder donne, avec g le conjugué de p,

(e, ) =P ;% f@) < IP slLalflie = P FllLs. O

Exercices

3.22 Exercice. (Critique de I’équation de la chaleur). * Si on allume le feu l a Lyon, mon-
trer que son effet se fait instantanément ressentir partout dans le monde.

3.23 Exercice. On a [0"|x|%| < y!(1 + vn)¥ |22 vyeN".
3.24 Exercice. * On a
1. B(x,t;r)=(x,t)+B(0,0;r);

2. B(0,0;r) = {(rx,r*t); (x,t) € B(0,0; 1)};
3. B(0,0;r)={(x,t); —r2/(4m) <t <0, |x| < r(2nt/r? In(-4nt/r2))V2}.

0,F(y,s)
3.25 Exercice. * Avec les notations de la preuve du Théoréme 3.5, montrer que / ya—y
U, v
converge. Y
3.26 Exercice. Un cas particulier de (3.4) est 'identité
2
/ ly x|2 dyds=4r". (3.27)
Blxt;r) (£ =)

Prouver directement cette formule.

3.27 Exercice. * Soit P = E(-,1).
1. Montrer que P ;*P ;=P ;77, Vs,t>0.[Indication : prendre la transformée de Fourier.]

2. En déduire que la solution mild de (3.21) vérifie u(-,¢) = Pmu(-,s), 0<s<t. Quelestle
résultat analogue pour les EDO?

Indications

Exercice 3.23. On applique le Lemme 3.16 avec r = |x|. Si z € I'(x,7), alors |z —x;| =r, dou
|z—x| < /nret|z|<(1+y/n)r. On trouve

A ! . -
0"1x¥ = L max 2 = yl(L+ V)PP
Lol z1<(1+v/m)lx]
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Exercice 3.26. Grace a 'Exercice 3.24, le cas général se raméne aucas x =0,t=0etr=1
par translation et changement d’échelle. Soit I 'intégrale de I'énoncé, avec x =0,¢=0et r=1.
Soit, pour —1/(47) < s < 0, R(s) = (2ns In(—47s))2. En utilisant le Corollaire 8.40 et en faisant

le changement de variables In(—47s) = ——v, on trouve
n

2 0 n+2
R
/ / —lyl dyds=0 / R 5ds
am J1yi<R(s) S Van) (n+2)s

(zn)(n+2)/2 / s”/2_1[ln(—47'[8)]n/2+1 ds = L/z /00 p2+1,-0 g,
n+2 1/(4n) n(n+2)m"= Jo

_80,1'(n/2+2) 80,(n/2+1)(n/2)T(n/2) 20,[(n/2)
 n(n+2)an2 n(n +2)n"2 R L

-5

la derniere égalité étant justifiée par I'identité (8.4).

Commentaires

1. Pour la preuve de (3.3), jai suivi Fulks [8]. La formule (3.4), qui est une conséquence
immeédiate de (3.3), a été mise en évidence par Watson [21].
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