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Question de cours. (3 p.) SoitU ⊂ R2 un voisinage ouvert du rectangle ouvertR de sommets (a, b), (a+h, b),
(a+ h, b+ k), (a, b+ k). Soit f : U → R. On suppose qu'il existe ∂2f et ∂1∂2f .

Montrer qu'il existe (a+ ξ, b+ η) ∈ R tel que

f(a+ h, b+ k)− f(a+ h, b)− f(a, b+ k) + f(a, b) = hk ∂1∂2f(a+ ξ, b+ η).

Exercice# 1. (2 p.) SoitK ⊂ Rn. En utilisant la caractérisation des compacts de (Rn, ‖ ‖) à l'aide des suites et
des sous-suites, nier «K est compact ».

Exercice#2. (4 p.) Soit f : [0, 1]→ R continue. Montrer que le graphe de f est un compact deR2 (muni d'une
norme).

Exercice # 3. (4 p.) Soit (E, ‖ ‖) un espace normé. Montrer qu'une boule ouverte de E est comme son nom
l'indique : ouverte.

Exercice#4. (3 p.) Soient (E, ‖ ‖) un espace normé,U ⊂ E un ouvert et a ∈ U . Montrer que

[f est continue en a] ⇐⇒ [f(a+ h) = f(a) + o(1) quandh→ 0].

Exercice # 5. (4 p.) SoitN ≥ 2 un entier. SoitU ⊂ RN un ouvert. Soit f : U → R. Soient a, b ∈ U tels que
[a, b] ⊂ U .

1. Faire un dessin comprenant a, b etU comme ci-dessus.

Soit g : [0, 1]→ R.

2. Rappelons que, si g ∈ C 1([0, 1]), alors

g(1) = g(0) +

∫ 1

0

g′(t) dt. (1)

Supposonsf ∈ C 1(U). En considérant la fonctiong : [0, 1]→ R,g(t) := f(a+ t(b−a)),∀ t ∈ [0, 1],
obtenir la formule de Taylor à l'ordre un avec reste intégral pour f .

3. Rappelons que, si g ∈ C 2([0, 1]), alors

g(1) = g(0) + g′(0) +

∫ 1

0

(1− t) g′′(t) dt. (2)

Supposons f ∈ C 2(U). En considérant la même fonction g que dans la question précédente, obtenir la
formule de Taylor à l'ordre deux avec reste intégral pour f .


