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Consignes

1. Le seul document accepté est le support complet de cours, sous forme papier. Il ne doit pas conte-
nir d’ajouts concernant la correction des exercices.

2. Pas d’ordinateur, tablette, téléphone, calculatrice, montre connectée, ou autre objet connecté.
b
3. Pour chaque intégrale de la forme [ f(z)dx, préciser il s'agit d’'une intégrale de Riemann, gé-

a
néralisée et/ou par rapport a la mesure de Lebesgue; justifier son existence et préciser a quel type
d'intégrale s’appliquent les résultats utilisés.

Exercices de base

Exercice # 1. (2 p.) Soit a > 0. Calculer

00 e—m/n

L, := lim ——dx.
n—oo Jo o (1 +x)e

(Le résultat final doit étre un nombre explicite dans R, pas une intégrale.)

Exercice # 2. (2 p.) Pour x € R, soit

. sin(tz)
F(z) = /Rm dt.

Montrer que F est continue.
Exercice # 3. (1 p.) Montrer que la fonction F' de l'exercice 2 est dérivable.
Exercice #4.(3p.) Soit D := {(z,y) e R?; 22 <y < z}.

a) Dessiner D dans le plan zOy.

b) Calculer /

Y dxdy.
DT

Exercice # 5. (2p.) Soit A := {(z,t) € R?; 0 < t < z}.
Montrer que

t s
/ 80 dwdt = / ey
AL+ 23 o 14+ a3

Exercice # 6. (2 p.) Calculer

1
———dx
/Rz (1 4+ [z])?

(ot |z| désigne la norme euclidienne usuelle de x € R?).

Exercice # 7. (2 p.) Soit
f:R" =R, f(z) =exp(—|z1| — - —|zn]), Vo = (21,...,2,) € R".

Calculer ]?



Exercices

Exercice # 8. (3 p.)
a) Soit € [0, oo[. Etablir la monotonie de la suite (n (¢”/" — 1)) _ . (On pourra par exemple utiliser
le développement en série de 'exponentielle.)
b) Calculer

lim n/ (e*/™ —1)e™ % dax.
0

n—0o0

Exercice # 9. (1p.) Soit F'la fonction del'exercice 2, qui est dérivable (voir lexercice 3). Calculer lim F”(x).

T—00

Exercice # 10. (2 p.) Nous travaillons dans (R, %, v1). Soit

€7 —1, si0<[¢] <1

Q:R%C’g(@:{o, sil¢|>louc =0

a) Existe-t-il f € Z!(R) telle que f: g?
b) Existe-t-il f € L*(R) telle que ]?: g?
Problemes

Probléme # 1. (4 p.) Soit
E:={(r,y) eR*; 0 <y < z}.

Soit
f : E—>R, f(ili’,y) = Cosyv V(ﬂf,y) € E7
x(l
oul <a<2.

a) Donner un sens a et montrer I'égalité

[ ([ senw)ie= ([ sepa)a

b) Montrer que f n’est pas intégrable sur £, et donc le théoréme de Fubini ne s’applique pas.

Probléme # 2. (4 p.) Nous travaillons dans (R", Zgn, v, ).
Rappelons la propriété suivante : si f, g € £*(R"), alors

~

. f(&) g(§) dE = s f(x)g(x) de. 0
a) Soit
g R" =R, g°(z) == exp (—¢la1| — - —glan]), Vo = (z1,...,2,) ER", Ve >0,
Calculer ¢°.

b) Sif e Z'(R")estune fonction continue et bornée telle que f € £ montrer, Alaidede () eta) la
formule d'inversion

L[ Feae.

Probléme # 3. (4 p.) Soient f, g :]0, oo[— [0, oo[ deux fonctions boréliennes. Montrer que

00 z2/4
T xy) |z —yldedy = 2 x dy | dz.
A)ﬁw[zf( +y) 9(zy) [z — y| dady /0 £ )(/0 9(y) y)



