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Contrdle terminal
—le mercredi 6 janvier 2021 —
— éléments de correction —

Exercices de base

Exercice # 1. (2 p.) Soit a > 0. Calculer

8] e—z/n

L,:= lim ——dx
n—oo Jo (14 x)°

(Le résultat final doit étre un nombre explicite dans R, pas une intégrale.)

Eléments de correction. Le fait que a > 0 ne joue aucun rdle. Appliquer le théoréme de convergence mo-
notone. Via un changement affine de variables dans une intégrale généralisée, nous obtenons

o0 1 > 1 oQ, SiCI,Sl
La:/ —dx:/ =11 , . 0
o (1+x)° 1y — sia> 1

Exercice # 2. (2 p.) Pour x € R, soit

Fla) = /R sinltr)

t(1+1¢2)
Montrer que [’ est continue.
Eléments de correction. Si [a,b] C R, nous avons la majoration

sin(tx)
t(1+12)

I24
x |y|

1
, Vo € la,bl, Vt € R.
S T e S mey i Vel

Nous concluons en utilisant le fait que

1
/ dt = 7 < o0. L]
r 142

Exercice # 3. (1 p.) Montrer que la fonction F' de l'exercice 2 est dérivable.

Eléments de correction. Nous avons la majoration

0 [ sin(tx) cos(tx)
— | —=|| = Ve eR, Vt e R,
Oz {t(l—kt?)H 1+ | =1+ "
et nous concluons comme ci-dessus. O

Exercice # 4. 3 p.) Soit D := {(z,y) € R?; 2% <y < x}.
a) Dessiner D dans le plan xOy.

b) Calculer /

Yy dxdy.
DT



Eléments de correction.

a) D estlouvert borné délimité par la premiére bissectrice et la parabole y = 2.

b) Sansentrer dans les détails du calcul de chaque intégrale, le théoréme de Tonelli local donne

1 T 1
Y dvdy — Y _1 e dr = L
/17$d$dy_/() (/ﬁmdy) dac—Q/O(a: x)d:z:—S. ]

Exercice #5. (2p.) Soit A := {(z,t) e R*; 0 < t < z}.
Montrer que

t s
/ cos dudt = / sin :1:3 .
Al+x o 14+
Eléments de correction. Si le théoréme de Fubini local s’applique, alors (sans entrer dans les détails des
calculs)

/ cost dxdt:/ ! / costdt dx:/ ST dx.
A1+$3 0 1—|—l’3 0 0 1+$3

Pour justifier I'utilisation du théoréme de Fubini local, nous utilisons le théoreme de Tonelli local
pour obtenir (sans entrer dans les détails)

1 o0 1 T o0
/ dmdtg/ dmdt:/ / dt dx:/ Yz < 0.
A al+a? o 1+2°\Jo o 1+2a°

La derniére inégalité se justifie par une étude d’intégrale généralisée, en notant que l'intégrande se
prolonge par continuité en O, et qu’a I'infini nous avons

cost
1+ a3

X

NOO —2.

1+ a3 x

Nous concluons grace au critére de Riemann a l'infini. O

Exercice # 6. (2 p.) Calculer

1
——dx
/]R? (1 + [a])?

(o |z| désigne la norme euclidienne usuelle de z € R?).

Eléments de correction. En passant en coordonnées polaires et en utilisant le théoréme de Tonelli local,
nous obtenons (sans entrer dans les détails)

la derniére intégrale pouvant étre vue comme une intégrale généralisée.
Nous avons, aprés un changement affine de variables dans une intégrale généralisée,

< “s—1 <71 1 1
/ —3d7“=/ 3 ds:/ 23 5=
o (I+7) .S 1 s2 s 2

Il s’ensuit que I'intégrale de I'énoncé vaut . O




Exercice # 7. (2 p.) Soit
f R =R, f(z):=exp(—|z1]| — - = |zal|), Ve = (21, ..., 2,) € R™.

Calculer ]?

Eléments de correction. Commengons par montrer que f € £ (ce qui implique que l'intégrande dans la
formule de f est intégrable). Le théoréme de Tonelli donne (sans entrer dans les détails)

[ 1@l ([ ettan )~ < oo

au passage, nous avons utilisé le fait que

/ eIt gt = / et dt = 2/ e tdt = 2.
R —00 0

Le théoreme de Fubini, justifié par ce qui précede, donne

n

—1x;&; z; __on 1 __on 1

H/ vt =2 g =
[+
J=1

Ici, nous avons utilisé

0 00 e—th-‘rt t=0 e—th—t t=00
/ e Mot gt = / et dt + / et dt = l } + l ]
R —c0 0 L—aC], o —1 =], m
1 1 2
= = , V( eR.
1—ZC+1+2§ 1+4¢? ¢
Exercices
Exercice # 8. (3p.)

a) Soitz € [0, oo[. Etablir la monotonie de la suite (n (¢”/" — 1)) _ . (On pourra par exemple utiliser
le développement en série de 'exponentielle.) -

b) Calculer
lim n/ (e*/™ —1)e™ % dax.
n—oo 0

Eléments de correction.
a) Nous avons

k

1
(x/n_l —”Zk;nk :ZHT;A

k>1 k>1

Chaque terme de la série décroissant avec n, la suite de 'énoncé est décroissante.

b) Lesintégrandes étant positives, et, de ce qui précéde, décroissantes avec n, nous utilisons le théoreme
de convergence décroissante (exercice 6.36). La premiére intégrande est intégrable, car

o0 o0 1
/ (e —1)e *do = / (e —e )dx = ~.
0 0 2

3



Comme (sans entrer dans les détails)

lim n (ex/” — 1) =z, VreR,

n—0o0

nous obtenons que la limite de 'énoncé vaut

o0 1
/ re dr = -,
0 4

la derniére égalité étant obtenue en traitant 'intégrale comme une intégrale généralisée et en faisant
une intégration par parties. (Une autre fagon de procéder consiste a faire un changement linéaire de
variable, afin de se ramener a I'(2).) O

Exercice # 9. (1p.) Soit F'la fonction de l'exercice 2, qui est dérivable (voir lexercice 3). Calculer lim F”(x).

T—00

Eléments de correction. Soit

1
"R—=R = — R
fR=R, f(t) T VtER
qui est Lebesgue intégrable.
Nous avons
/ COS(tZE) —itx Iy
Fi(z) = dt =Re | [ e f(t)dt| = Re [f(x)},vxeR.
g 1412 R
Le lemme de Riemann-Lebesgue donne lim F’'(x) = 0. O

T—r00

Exercice # 10. (2 p.) Nous travaillons dans (R, g, v ). Soit

€172 — 1, si0< ¢ <1

g:R—MC,g(ﬁ)::{Q si|¢|>1oué =0

a) Existe-t-il f € Z(R) telle que f = g?
b) Existe-t-il f € L*(R) telle que f=g?
Eléments de correction.

a) Nous avons %in% g(&) = oo, et donc g n’est pas continue en 0. La réponse est donc non.
_)

b) Notons que la «vraie » question est s’il existe f € L?(R) telle que f= [g] (la classe d’équivalence de
g), et que la réponse est positive si et seulement si g € .Z?(R).

Sans entrer dans les détails, nous avons

JECRESY] eV 1P dr < oo,

la derniére inégalité se justifiant via le critére de Riemann et le fait que

1

(€713 — 1] ~oy e



Problémes
Probléme # 1. (4 p.) Soit

E:={(r,y) eR*; 0 <y < z}.

Soit
fiE =R, flz,y) = C(;Sy V(z,y) € E,
oul <a < 2.

a) Donner un sens a et montrer I'égalité

[ ([ sevw)i= ([ sepa)a

b) Montrer que f n’est pas intégrable sur £, et donc le théoréme de Fubini ne s’applique pas.

Eléments de correction.

a) Notons les égalités d’intégrales généralisées

i 1
floy)dy =" Yo>0et | flzy)ds= cosy
By xe EY a—ly

Pour établir I'égalité de 'énoncé, montrons I'égalité d’'intégrales généralisées

*sinx 1 > cosx
dr = T dz.
g x° a—1J), x°

Notons que chacune des intégrales généralisées converge. Par exemple pour la premiere, nous avons

sin x 1
e ~0+

xa—l’

etlaconvergence en 0 suit du critére de Riemann en 0 et de 'hypothése a < 2, quientrainea—1 < 1.A

o0
I'infini, la convergence suit de la convergence des intégrales oscillantes de la forme sinz f(z) dx,

avec f € C1, f \ et lim f(z) = 0. (Raisonnement analogue pour la seconde intégrale généralisée.)
T—r 00
Nous avons donc

1 /°° cos:BdI: lim 1 /M cosxdx: lim 1 /M Sin’:vdx
0 € 5

a—1 xe—1 =0+ a — 1 xe—l e—0+ a — 1
M—o00 M—o00

. =M .
" 1 sinz]” N Msmxd
= lim T
=0+ a—1zo-1 x®
M—o00 T=¢€ €

i 1 sinM 1 sin5+/M sinxd

= lim — T

e=0+ | a—1Me1 a—1ext ). x
M—oo N -~ N

TV
—0,cara—1>0 —0,cara—1<1

. M ginx *sinx
= lim dr = dz.
0

e=0+ f_ T x®
M—o00




b) Le théoréme de Tonelli local donne (sans entrer dans les détails)

1 < | cosy|
dxdy = d
/E\f(:c,y)! zdy a—1/0 =

En traitant cette intégrale comme une intégrale généralisée, nous obtenons (sans entrer dans les
détails), en utilisant successivement les inégalitésa — 1 > Oeta — 1 < 1,

00 N 2nm N 2nm
| cos y! / | cos y| : / |cosy|
dy = lim dy > limsup E dy
/0 Y- N—o0 nzjl 2(n—1)r y“fl N—oo 75 J2(n—1)m (znﬂ—)ail

—hmsupz Gnm)e = = 1Zna T = 00,

N—oo n=1 n>1
d’ott la conclusion. O

Probléme # 2. (4 p.) Nous travaillons dans (R", Zgn, v, ).
Rappelons la propriété suivante : si f, g € £*(R"), alors

| J©e©ds= | f@)5(a)dr. 0
a) Soit
g R" = R, ¢°(x) :=exp (—¢lzy| — - —e|zn]), Vo = (21,...,2,) €R", Ve > 0.
Calculer ¢°.

b) Sif e Z'(R") estune fonction continue et bornée telle que ? € #! montrer, alaidede 1) eta), la
formule d’inversion

Eléments de correction.

a) Enreprenant les calculs de I'exercice 7, nous obtenons g° € Z! et
-~ 25)”
9° (&) = (

H (e + (&)%)

b) Nous obtenons

[ 9 e (— de) de=ep [ D

i1 n n
= H e + (z;)?
J=1

L VEER", Ve > 0.

En faisant, dans l'intégrale de droite, le changement linéaire de variables x = ®(y) := ey, nous
obtenons
~ " £
/ () exp (— Zs|§j|) dg = 2"/ Ty,
R j=1 R H(l +(y)?)
j=1



Nous considérons cette égalité le long d’une suite (¢,) CJ0, oo[telleque e, — 0, et passons a la limite,
pour obtenir

IO

H1+ (y;)?

qui est la formule d’inversion.

Fleyde =2 / dy — (2n)" £(0),

Rn

Le passage a la limite utilise les hypothéses f bornée et continue et f € £, etle fait que g' € £*.
Les dominations sont, a gauche,

exp< Zwl&) FOL Ve ve,
et, a droite,
f(géy) 1 1
o SN fllpe 77— =1[Ifllz= 9 (y), VL Vy. O
H (1+ y] H (1+ yJ
j=1 7j=1

Probléme # 3. (4 p.) Soient f, g :]0, oo[— [0, co| deux fonctions boréliennes. Montrer que

0o z2/4
x xy) |x — y| dedy = 2 x dy | dz.
[ A st e —yldry =2 [ 5 >( | o y)

Eléments de correction. Lintégrande h étant borélienne positive, nous avons

/000[2 = [ns fns [

A={(z,9); 0<z <y}, B:={(x,y); 0<z =y}, C:={(z,9); 0 <y <a}.

Comme h = 0 sur B, nous avons /
10,00[2

= / h + / h. Nous calculons I'intégrale sur A. Par
c

symétrie, le calcul sur C' donne le méme résultat, et donc finalement nous aurons / h=2 / h.
10,002 A

Posons, pour (z,y) € A, u:= x+y,v := xy,desortequeu > 0,v > Oetu® > 4v. Réciproquement,

soit

(u,v) € A, avec A := {(u,v); u >0, v >0, u* > 4v}.

Alors le seul couple (x,y) € Atel que x + y = uet xy = v est donné par

u—\Vu:—4v u+ u? — 4o

Ty

Il s’ensuit que I'application

DA = A P(u,v) = (u

—Vu? — 4 u+\/u2—4v>
b 2 )

2



1
ey . . U2 o 4/l) .
En utilisant le théoréeme du changement de variables et le théoréme de Tonelli local, nous obtenons
(sans donner les détails)

est bijective, et il est assez immédiat que c’est un C*-difféomorphisme tel que |J3(u, v)| =

[ #6a e o = yldsdy = [ 1 o) duav = | " ) ( / ) dv> du,

d’ot la conclusion. O



