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Devoir maison # 1
—arendre le vendredi 23 octobre 2020 —

On pourra utiliser tous les résultats des six premiers chapitres du support de cours (mais pas les
résultats des chapitres suivants).

Exercices de routine

Exercice # 1. Soient A, B, C des parties de 'ensemble X. Si
AUC=BUCetANC=BnNC,

montrer que A = B.

Exercice # 2. Calculer

limsup ((—=1)"n* 4+ n” Inn),

olta,b € R sont des parameétres.
Exercice # 3. Montrer que N[X | est dénombrable.

Exercice # 4. Soit (X, .7) un espace mesurable. Soit f : X — R une fonction telle que
f(a,b]) € 7, Va,beQtelsquea < b.

Montrer que f est mesurable.
Exercice # 5. Soit (F),),>1 C Z(R). Soit

f:R—1[0,00], f(x):= f:ln(l + |x|") x dist(x, F,), Vo € R.

n=1
Montrer que f est borélienne.

Exercice # 6. Expliquer, avec ses propres mots, les notions suivantes :
a) Espace mesuré.
b) Fonction mesurable.
c) L'intégrale de Lebesgue d’'une fonction positive.
d) Fonction Lebesgue intégrable.

Quelles sont les pré-requis dont on a besoin pour définir rigoureusement ces notions?

Exercice # 7. Etudier I'existence et la finitude de

1 —cosxd
x9 o
0

avec a € R parameétre, au sens des intégrales généralisées et de Lebesgue.

Exercice # 8. Soit

1
[::/ In(1 —2)dz
0

(intégrale généralisée). Calculer [ :



a) A partir de la définition de l'intégrale généralisée.
b) En utilisant un développement en série entiére.

Justifier par un calcul direct I'égalité des deux résultats obtenus.

Exercice # 9. Calculer

n
. TN\"
lim (1 — —) dzx,
n—o0 0 n
Iintégrale étant une intégrale de Riemann.

(Il peut étre utile de considérer le développement en série de la fonction ¢ — In(1+¢), avec || < 1.)

Exercice # 10. Soit

I, = / cos(nz) dx,Vn > 2
0 ]. —+ "

(intégrale de Lebesgue).
a) Montrer que [, existe, Vn > 2.
b) Calculer lim I,,.

n—oo

Exercices avancés
Exercice # 11. Soit (z;);>1 C R une suite de réels. Pour chaque ¢ > 0, soit
Up == Ujsi]a; —t/27 25 +1/27].
Montrer que la fonction
f:]0,00[—]0, 00|, f(t) :=14(Uy), Vit >0,

est continue et surjective.

Exercice # 12. Soit f : R” — R une fonction Lebesgue mesurable bornée. Montrer qu’il existe g, h :
R™ — R telles que :

a) g et hsont boréliennes.

b) g = hv,-p.p.
o) g(z) < f(z) < h(x),VzeR™

Exercice # 13. Soit f : R — R telle que:
1. f estbijective.
2. feCl
3. f'(t) >0,VteR.

Soit f.r; la mesure image de la mesure de Lebesgue v, sur %y par f. Rappelons que
f*l/l(B> = Vl(fil(B)), VB e %R-
Montrer que

fan(B) = /B(f‘l)’(t) dvi(t), VB € By.

(On pourra commencer par le cas ot B est un intervalle compact.)

Exercice # 14. Soit O : [a, b] — [c, d] une fonction telle que :

2



L. eCl
2. ®'(t) > 0,Vt € [a,b].
3. ®(a) =cetP(b) = d.

Montrer que, pour toute fonction borélienne et Riemann intégrable f : [¢, d] — [0, o], la fonction
f o ® P’ est borélienne, et que nous avons

/ fdr= [ @@ @@ an0 0

(la premiére intégrale étant une intégrale de Riemann).
(On pourra commencer par étudier le cas des fonctions en escalier.)

Exercice # 15. Soit (X, .7, i) une espace mesuré, avec 4 finie. Soit
F :={f: X — R, festmesurable}.

Soit

_ [/ — 4l 7

Pour (f,) C Z et f € F, montrer I'équivalence des propriétés suivantes :
@ lim d(fn, f) = 0.
n—oo

(11) Pourtoute > 0,

lim pu({e € X |fulw) = f(2)] > ) = 0.



