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DMI corrigé

Exercices de routine

Exercice # 1. Soient A, B, C des parties de 'ensemble X. Si
AuC=BUCetANC=BnNC,
montrer que A = B.
Solution (TT). On a que
A= ((AuC)\C)u(ANC)=((BUC)\C)u(BNC)=B.

Justifions la premiere égalité. Pour montrer l'inclusion C, soitx € A.Six € C,alorsx € AN C etsi
x ¢ C,alorsz € (AUC) \ C.Inversement, ANC C Aet(AUC)\C =A\C C A. O

Exercice # 2. Calculer

limsup ((—1)"n* +n” Inn),

n

olta,b € R sont des parameétres.

Solution (JK). On distingue les cas

a >0 oub > 0.Dans ce cas

sup ((—1)* k" + k* Ink) > sup ((2k)* + (2k)"In(2k)) = +oo

k>n 2k>n

et donc

limsup ((—1)"n* 4+ n” Inn) = +oo.

n

a =0 eth < 0. Maintenant n® Inn est une suite qui tend vers 0; donc

limsup ((—=1)" n” 4+ n® Inn) = limsup(—1)" + limn” Inn = 1.

a <0 etb < 0.Maintenant ((—1)" n” + n’ Inn) est une suite qui tend vers 0; donc

limsup ((—=1)"n* + n” Inn) = lim ((=1)" n* + n’ Inn) = 0. O

n n

Exercice # 3. Montrer que N[ X | est dénombrable.

Solution (TT). On rappelle que N[.X| dénote 'ensemble de polynémes en la variable X avec des coeffi-
cients dans N. Soit

Dy = {P € N[X];deg P < k}.

Lapplication ®: N¥*1 — D, définie par ®(ay, ..., ax) == Y, a; X" est bijective et comme N*+! est
dénombrable, on conclut que Dy, est dénombrable. Il ne reste qu'a obsérver que N[X| = | J, Dy et de se
rappeler qu'une réunion dénombrable d’ensembles dénombrables est dénombrable. O
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Exercice # 4. Soit (X, .7) un espace mesurable. Soit f : X — R une fonction telle que
f(a,b)) € 7, Va,beQtelsquea < b.
Montrer que f est mesurable.

Solution (JK). Soit o/ la famille des intervalles ouverts |a, b, a < b, a,b € Q. Montrons que la tribu
7 (o) engendrée par <7 coincide avec la tribu borélienne de R. Soit a € R. Comme tout nombre réel
est limite d’une suite décroissante de nombres rationnels, il existe une suite (a,,) C QN]a, +oo[ dé-
croissante t.q. Ja, +0o[= [, ]on, n[. La classe monotone engendrée par o7 et donc aussi la tribu .7 (o)
contient donc la famille .7’ des intervalles ouverts |a, +00|, avec a € R. D’apres la proposition 2.16 b)
(ii), la tribu engendrée par o’ est la tribu borélienne. On a alors

%’Rzﬂ(d’)cﬂ(d)cﬁﬂg,

les inclusions étant la conséquence des inclusions &7’ C .7 (/) et & C Py (exercice 2.12).
Maintenant, 'énoncé est une application directe de la proposition 3.19. Selon cette proposition, 'hy-

pothése que f~!(Ja,b]) € 7, Va,b € Qtelsque a < bentraine que f~'(A) € , VA € B etdonc f

est mesurable. O

Exercice # 5. Soit (F},),,>1 C Z(R). Soit

f:R—=[0,00], f(z):= iln(l + |z|") x dist(x, F,), Vz € R.

n=1
Montrer que f est borélienne.

Solution (TT). On se rappelle du cours de topologie que, pour tout F' C R, la fonction dist(-, F') est conti-
nue. En effet, si F' # (),

| dist(x, F') — dist(y, F)| < |t —y| pourtousz,y € R

et dist(x, () = oo pour tout 2. On note également que la fonction f est bien définie (f(x) peut étre fini
ou infini) car tous les termes de la somme sont positifs.

On a donc que pour tout N la somme partielle jusqu’a N est une fonction continue : R — [0, o]
(comme la composition, le produit et la somme de fonctions continues) et f estborélienne, comme limite
simple de fonctions continues. O

Exercice # 6. Expliquer, avec ses propres mots, les notions suivantes :
a) Espace mesuré.
b) Fonction mesurable.
c) L'intégrale de Lebesgue d’'une fonction positive.
d) Fonction Lebesgue intégrable.

Quelles sont les pré-requis dont on a besoin pour définir rigoureusement ces notions?

Solution (JK).

a) Un espace mesuré est un ensemble X muni d’une tribu .7 et d’'une mesure . Une tribu est une
famille .7 de parties de X, qui satisfait les conditions : i) ) € .7, ii) 7 est fermé sous l'opération de
prendre le complémentaire, iii) .7 est fermé sous 'opération de prendre des unions dénombrables.
Une mesure est une fonction i : 7 — [0, 4+00], qui satisfait x()) = 0 et qui est o-additive, c.a.d.
(U en An) = 2 nen #(Ar) pour une collection d’ensembles A,, € .7 deux a deux disjoints.



b) Soit f : X — R une fonction. Pour parler de la mesurabilité de f, X doit étre muni d’une tribu .7.
On peut donc définir la notion de fonction étagée : c’est une fonction g : X — R qui est combinaison
linéaire d’'un nombre fini de fonctions caractéristiques d’ensembles mesurables A;, g = > | a;xa,,
a; € R, A; € 7. Maintenant f est mesurable si f est limite simple d’'une suite de fonctions étagées.
De plus, une fonction f : X — R" est mesurable si ses composantes f; sont mesurables.

Il s’avere qu'une fonction f : X — R est mesurable si et seulement si 'image réciproque d’un boré-
lien est un membre de 7.

) Soit f : X — [0, +00]. Pour parler de I'intégrale de f (au sens de Lebesgue), l'ensemble X doit étre
muni d’'une tribu .7 et d'une mesure y, c.a.d. (X, .7, u) doit étre un espace mesuré, et f doit étre
mesurable.

Une fonction étagée positive est une fonction g : X — R qui est combinaison linéaire positive d’'un
nombre fini de fonctions caractéristiques d’ensembles mesurables A;, g = > | a;x 4, (aveca; > 0).
Pour une telle fonction g, 'intégrale est définie comme

[o- Zzn;am(Ai);

il faut montrer que I'expression a droite ne dépend pas du choix de la combinaison linéaire positive
(des a; et A;) pour exprimer g. Puis on définit 'intégrale de f par

/f = sup{/g;g < f, g étagée positive}.

Il existe une formulation équivalente qui est plus intuitive : toute fonction positive mesurable f est
limite simple d’'une suite croissante (g,,) de fonctions étagées. On a alors

[1=wm [

Dans ce cours, lappellation « intégrale de Lebesgue » d’une fonction est réservée au cas ou X = R",
T = PBgrn (latribu boréliennne) et ;1 =la mesure de Lebesgue.

d) Soit (X, .7, u) un espace mesuré. Une fonction f : X — [0, +o00] (positive!) est intégrable si f est
mesurable et son intégrale [ f est finie. Une fonction f : X — R estintégrable si f, = max{f,0}
et f — f, sontintégrables (d'une maniére équivalente, | f| est intégrable).

On peut élargir 'ensemble des fonctions pour lesquelles une intégrale existe par le processus de com-
plétion. On utilise la mesure i pour définir qu'une partie A C X est négligable si elle est incluse dans
un B € .7 de mesure nulle. La tribu complétée .7 est la plus petite tribu qui contient .7 et tous les
ensembles négligeables. On appelle donc une fonction .7 -mesurable si elle est mesurable par rap-
port i la tribu complétée. 1l existe une unique mesure 7, qui prolonge y sur .7 et la définition de
I'intégrale se fait alors comme plus haut, mais avec la tribu et la mesure complétée. Ca ne change pas
grand-chose, car pour toute fonction f qui est .7 -mesurable on trouve une fonction g mesurable (par
rapporta 7) t.q. f = g presque partout etdonc [ f = [ g.

Dans ce cours, 'appellation « fonction Lebesgue intégrable » est réservée au casou X = R", 7 =
P le tribu borélien et ;1 =1a mesure de Lebesgue ou les versions complétées.

]

Exercice # 7. Etudier l'existence et la finitude de

*1 —Cosxd
xo o
0

avec a € R parametre, au sens des intégrales généralisées et de Lebesgue.



Solution (TT). D’abord notons que l'intégrande est une fonction continue positive et donc 'intégrale de
Lebesgue et I'intégrale généralisée coincident. Nous avons que

/wl—cosxdx:/ll—cosxdx+/°°1—cosxdx_ L4l
0 x* 0 x® 1 x®

et nous allons étudier les deux intégrales I; et /5 séparément.
D’abordsia > 1,1, < floo m% dx < oo.D’autre part pour tout k > 0, cos x est négatif dansl'intervalle
[(4k 4+ 1)7/2, (4k + 3)7/2] eton a:

o r(Ak+3)m/2 q
Lxd [l
o J (4k+)m/2 X
Sia < 0, cette somme est manifestement infinie. Pour a € (0, 1], la fonction 1/2% est décroissante et
(4k+3)7r/2 1 (4k+5)71‘/2 1
/ —dx > / —du.
(4k+1)m/2 T* (4k+3)w/2 T
Il en suit que

00 (4k+3)w/2 (4k—+3)m /2 o [@k5T/2 |
Ry [ g Z/ o> [ )

o Y (4k+1)7/2 xe (4k+1)m/2 T o J Ak+3)m/2 L

1 /1
2—/ — dx = oo.
2 Jarsp x®

En conclusion /5 < co poura > let [, = ocopoura < 1.
Maintenant, considérons /; dansle cas ot a > 1. En utilisant le développement limité de cos z, on
—cosx
2
finiessia —2 < 1.
Enfin, on conclut que I'intégrale donnée existe pour tout «a et elle est finie ssi [; et I, sont finies ssi
€ (1,3). O

. . T . X x e,
voit que l1rr(1) = 1/2. En particulier, [; < oo ssi / — dx < oo. Cette derniere intégrale est
T— X

Exercice # 8. Soit

1
I::/ In(l — z)dz
0

(intégrale généralisée). Calculer [ :
a) A partir de la définition de l'intégrale généralisée.
b) En utilisant un développement en série entiére.

Justifier par un calcul direct 'égalité des deux résultats obtenus.

Solution (JK).
a) Par définition de l'intégrale généralisée,
1 l1—¢
I:=1lim | In(1—2x)dzr=Ilim lnydy:lir% [ylny—y](lfE =—1.
e—

e—0 c e—0 0

b) On calcule I'intégrale comme une intégrale de Lebesgue (proposition 6.43). On développe In(1 — z)
en série entiere :

+oco 5

In(l1—x) = —Z%, Vae[0,1].

n=1



oo 5
On observe que E — est une série de termes positifs sur [0, 1[. D’apres le théoréme 6.34, on peut
n

n=1
échanger la sommation avec l'intégrale dans 'expression

1 +0o " +00 1 " —+00 2t 1 ~+00 1
UYL ;{nmm]o 2t

pour la troisieme égalité, nous avons identifié intégrale de Lebesgue et intégrale de Riemann (pro-
position 6.42).

) 1 1 2 o . .
En appliquant + = d’'une maniére iterative on obtient
nn+ 1) T2 nn+2)

1 ok
;n(n—i-l) - (1+2F)

Exercice # 9. Calculer
lim (1 - f)” dz,
n—oo 0 n

intégrale étant une intégrale de Riemann.

(Il peut étre utile de considérer le développement en série de la fonction ¢ — In(1+¢), avec || < 1.)

Solution (TT). Comme l'intégrande est une fonction continue positive, on peut considérer l'intégrale
comme une intégrale de Lebesgue. Soit f,,(z) := x[on((%)(1 — x/n)". Pour toutx > 0,0na:

fa(x) = Xponi(x) exp(nn(l —z/n)) = xpon() exp(zg(z/n)),

In(1 —1)

oig: |0, 1[— Restdéfiniepar g(t) := .En calculant ¢/(t) ou en considérant le développement

en série de g, on voit que g est décroissante sur |0, 1[. On a également lim; ., g(¢) = —1.
Montrons que pour tout x > 0ettout n, f,(x) < foi1(x).Siz > n+ loux = 0, alors f,(x) =
fosr1(x) =0.8ix € [n,n+ 1], alors f,(x) = 0et f,11(z) > 0.Enfinsi 0 < z < n, alors

ful@) = exp(zg(x/n)) < exp(zg(z/(n+1))) = fun(2),

parlaremarque d’avant. De plus, lim,, f,,(2) = X[0,00[(%) exp(—2). En appliquant le théoréme de conver-
gence monotone et en identifiant I'intégrale de Lebesgue avec une intégrale généralisée (proposition
6.43), on obtient que

lim an(x) dx = /000 exp(—xz)de = [ — exp(—x)}go =1 O

n—oo
Exercice # 10. Soit

I, ::/ de,Vn22
0 1+33'n

(intégrale de Lebesgue).



a) Montrer que [, existe, Vn > 2.
b) Calculer lim I,,.

n—oo

Solution (JK).
. cos(nx) . . .
a) Lafonctionz — f(z) = T est continue sur RT, donc intégrable au sens de Riemann sur [0, b]
xn

pour tout b > 0. De plus, |f(z)| <

. D'apres le critéere de Riemann, 'intégrale généralisée
142

converge absolumentsin > 2, c.a.d. lim,_,; fob | f(x)|dx est finie. D’aprés la proposition 6.43, f est
alors intégrable au sens de Lebesgue, Vn > 2.

b) Comme l'intégrale généralisée de f converge absolument sin > 2, son intégrale de Lebesgue coin-
cide avec son intégrale généralisée, dans laquelle on peut effectuer une intégration par parties, en

posant
1 n—1 1
u(r) = 1+ 2n v'(x) = cos(nx), donc u'(z)= —ﬁ—xn)ga v(z) = Esin(nx).
b cos(nx)
Alors I,, = lim / dx et
b—4o00 0 1 + xn

/b cos(n:r;)dx 1 sin(nz)]’ N /b 2" Lsin(nz) e
0o l+an nll4+am], Jo (1+42an)?

Pourb > 1,ona

b n—1 2 1 b
/wdaz S/fcnlder/ S PR T S
o (1+am)? 0 ottt no —abt -n T

De plus,

1 [sin(nz)]’
n |1+

1
<=
0 n

. . YUY 3 N .
En faisant b — 400, nous obtenons, de ce qui précede, |I,,| < —,Vn > 2, d’ottla conclusion. O
n

Exercices avancés

Exercice # 11. Soit (x;);>1 C R une suite de réels. Pour chaque ¢ > 0, soit
Up = Ujsilzy — /27, 25+ t/27].
Montrer que la fonction
f:]0,00[=]0,00[, f(t) :=11(Uy), ¥Vt >0,
est continue et surjective.

Solution (PM). Uy, est ouvert (union d’ouverts), donc borélien. Il sensuit que f est bien définie.
Par ailleurs, nous avons (via la sous-additivité de la mesure)

F@) <D nlay — /2,2 +1/2]) =Y /P =2t < 00

j21 j=1



et (par monotonie de la mesure)
f(t) > 1/1(]1'1 — t/2,l’1 -+ t/QD =t> O,
d’ou
 0.00[ 10, 00, lim £(t) = Ot lim f(1) = oo. W
Si0 <t < s,alors U; C U, d’olt (par monotonie de la mesure) f est croissante.
Auvude (1) et de la monotonie de f, pour montrer que f est surjective, il suffit de montrer que f est
continue (car, dans ce cas, son image contient | lim; .o f(¢), lim;_,, f(¢)])."

Enutilisantla propriété (U;cr4;)\ (Uier B;i) C Uier(A;\B;) etlefaitque v, (U;) < oo, nous obtenons,
pour(0 <t <s:

0< f(s)— f(t) =11 (Us) — i (Up) = 11 (Us \ Uy) ' ‘
< vi(Upsi(lz; — s/2, 25+ 5/2 \|o; — /2,25 +/27])
< 2_ vl = 5/20 w5+ 5/2 gy — /27, 25+ 1/2])
= ‘ (s—t)/2j_1:2(s—t).
Il s’ensuit que f est 2-lipschitzienne, donc continue. O

Exercice # 12. Soit f : R” — R une fonction Lebesgue mesurable bornée. Montrer qu’il existe g, h :
R™ — R telles que :

a) g et hsont boréliennes.
b) g = hv,-p.p.
o g(z) < f(z) < h(x),Vao e R™

Solution (PM). Soient k : R" — R borélienne et C' € Hrn Lebesgue négligeable tels que f = k dans
R™\ C (proposition 4.19 a)). Les fonctions

o h R >R, g(z) = k(x), sTa:ER \O,h(x _ k(x), sTxGR \ C
inf f, sizeC sup f, sixz e’

ont toutes les qualités requises (exercice 32 d), feuille 2). O

Exercice #13. Soit f : R — Rtelle que:
1. f estbijective.
2. fell
3. f'(t) >0,VteR.
Soit f, la mesure image de la mesure de Lebesgue v, sur % par f. Rappelons que

fan(B) := 1 (fY(B)), VB € By

Montrer que

fan(B) = /B(fl)’(t) dvi(t), ¥V B € By.

(On pourra commencer par le cas oit B est un intervalle compact.)

1. On peut se passer de la monotonie de f, a condition de montrer le résultat suivant: si f :]0, oo[—]0, co] est continue,
lim;_ f(¢) = 0etlim;_, f(t) = oo, alors f est surjective.



Solution (PM). (f~')" est continue (donc borélienne) et > 0. Soit

1(B) = /B(f—l)'(t) dvi(t), ¥ B € Bg.

Alors 11 est une mesure borélienne a densité (exercice 6.38).
Pour montrer que f,r; = p, nous utilisons la proposition 4.23, avec

¢ := {A C R; Aestune union finie d'intervalles},

desorte que .7 (¢') = Pr (pardoubleinclusion, en notant que ¢ C HBg et que € contient les intervalles,
qui engendrent HAy).

Rappelons que % est un clan et que tout élément de % est une union finie d’'intervalles disjoints (exer-
cice1.35). En combinant ces propriétés avec la proposition 4.23, pour conclure a I'égalité f.14 = p il suffit
de montrer que

fari(I) = p(I), VI C Rintervalle, )
R = U, 1,, avec I, intervalle tel que f.v1([,) < oo, Vn. (3)
Preuve de (3). Soit I,, := [—n,n],n € N*. Alors R = U,,>1[,,, et

fari(L) = vi(f 7 ([=n,n))) = wa([f~H(=n), [T (0)]) = 7 (n) — 7 (=n) < o0, V.

Preuve de (2) si I est un intervalle compact. Si I = [a, b] C R, alors, par changement de variable z := f~1()
dans l'intégrale de Riemann, nous avons

fer([a, b)) = va([fHa), f7HO)]) = f7H(b) — [ (a) = /f dr

- / (Y () dt = /[ Y Odn),

la derniere égalité découlant de la proposition 6.42.

Preuve de (2) pour un intervalle quelconque I. Tout intervalle est 'union d’une suite croissante d’intervalles
compacts. Pour établir ce fait, il y a de nombreux cas a étudier; faisons la preuve dans deux cas particu-
liers. Si I = [a, 00, alors I = U,>1]a,a + nl]. SiI = [a, b, alors I = Uy,>y,[a, b — 1/n], ot ng est tel que

b— 1/TL() > Q.
Sil, A I, avec chaque I,, compact, alors (théoréme de la suite croissante),
fani(I) = Tim fon (L) = lim p(l,) = p(l). O

Exercice # 14. Soit O : [a, b] — [c, d] une fonction telle que :
1L ¢eCl
2. ®'(t) > 0,Vt € [a,b].
3. P(a) =cetd(b) =d.

Montrer que, pour toute fonction borélienne et Riemann intégrable f : [¢,d] — [0, oo], la fonction
f o ® &' est borélienne, et que nous avons

d
/ far= [ @)@ an) @

(la premiere intégrale étant une intégrale de Riemann).
(On pourra commencer par étudier le cas des fonctions en escalier.)
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Solution (PM). f o ® est borélienne, comme composée de deux fonctions boréliennes ?; &’ est continue,
donc borélienne, ce qui montre que f o ® &’ est borélienne.

Preuve de (4) si f est une fonction en escalier. Rappelons qu'une fonction en escalier (sur [a, b)) est une fonc-
tiondelaforme f = 37, ¢;jx1,, oulentier n dépend de f, etles intervalles 7; forment une partition de
[, d]:[c,d] = L7, ;.

Si nous montrons que, pour tout intervalle I C ¢, d], nous avons

d
/ (@) de = / X (@(1)) /() du (1) € R,
¢ [a,b]

alors, par linéarité des intégrales (de Riemann et de Lebesgue), nous obtenons (4) pour des fonctions en
escalier.

Notons que x ;0P = xo-1(s).> Nous allons admettre les propriétés suivantes, évidentes sur un dessin
(sous les hypothéses 1-3). ®7!(7) est un intervalle. Si I est d’extrémités ¢ < f et ®~!(I) d’extrémités
g < h,alors ®(g) = eet®(h) = f.

Nous obtenons, d’'une part, que fcd x1(z)dx = f — e, dautre part (en utilisant le fait que la mesure
de Lebesgue d’'un point est nulle, et donc x¢-1(1) = X[g,5] V1-P- P-)

/ Vi (®(6)) ®(£) dun (1) = / Yot (£) ®(£) din () = / N () @ (2) dis (1)
[a,b] [a,b] [a,b]

_ / () dt = D(h) — D(g) = f — e,

ce qui donnel'égalité désirée. Au passage, nous avons utilisé la proposition 6.42 et le théoréme de Leibniz-
Newton.

Preuve de (4) si f est borélienne et Riemann intégrable. Soient (f;), (g,;) deux suites de fonctions en escalier
telles que f; < f < g;,Vj, et fcd(gj — fj) — 0. (Lexistence de ces suites découle du fait que f est

Riemann intégrable.) Notons que fcdf(x) dz = lim; fcd fi(z) dz = lim; f g;(z) dx.
Notons également que f;, f et g; sont bornées. Par conséquent, f; o ¢ @/, f o ® P’ et g; 0o PP sont
boréliennes et bornées, donc Lebesgue intégrables sur [a, b]. Par monotonie de 'intégrale, nous avons

Fi(@() (1) din(t) < | f(B(2)) D'(£) drn(t) < / 9;(®(2)) '(t) dra (1),

[a,b] [a,b] [a,b]

d’ou, en utilisant 'étape précédente et en faisant j — oo dans cette double inégalité,

/cdﬂx)da:g @) O an / e

ce qui implique (4) et compléte la preuve. O
Exercice # 15. Soit (X, .7, i) une espace mesuré, avec 4 finie. Soit
F :={f: X = R, festmesurable}.

Soit

- [/ — 9l .

Pour (f,) C Z et f € .7, montrer 'équivalence des propriétés suivantes :

2. Pour étre complétement rigoureux, si ~ désigne le prolongement par 0 en dehors du domaine de définition, alors
]?_O\TID = fo® estborélienne (exercice 32, feuille 2 et proposition 3.21) et donc f o ® l'est (définition 3.10). Il faudrait raisonner
de méme pour P’

3. Ici, ® n’est pas supposée bijective. Donc ® ! est l'image réciproque, et non pas la fonction réciproque.



(i1) Pourtoute > 0,
Jim p({z € X5 |fu(2) = f(2)] > }) = 0.

Solution (PM). Remarques générales.

. t . . .
1. Lafonction h : [0, co[— [0, 00, h(t) := 11 est continue, strictement croissante et < 1.

2. 8if,g € F,aors f—g,|f—gl,h(]f —g]) € F (proposition 3.25, corollaire 3.31, corollaire
3.23),et[|f — g| > €] € T (théoreme 3.5). Ceci permet de vérifier que toutes les intégrandes qui
apparaissent dans la suite sont mesurables.

3. Lintégrande dans la définition de d( f, g) est une fonction mesurable, positive et < 1, donc inté-
grable (car u est finie).

« (1) = (ii) » En utilisant la monotonie des intégrales pour des intégrandes mesurables positives, et la
monotonie de h, nous obtenons

a0.9)= 007 =ab> [0 =aDxir-aoa > [ 1) xtr-gma = B (0~ 91 > <)

Sid(fn, f) — 0, nous obtenons de ce qui précede que p([|f, — f| > ¢]) = 0,Ve > 0.

« (i) => (1) » Soite > 0. En utilisantla proposition 6.35, la monotonie de / et la monotonie de I'intégrale
pour des intégrandes mesurables positives, nous avons

Aty = [ g [ )

(| fn—fl<e]
<[ asf  hO=ullh- s> h@ulln - <) O
(| fn—fl>el [[fn—FfI<e]
< pu([[fo = f1 > €]) + h(e) p(X).
En faisant n — oo dans (5), nous obtenons

limsup d(f,, f) < h(e) w(X), Ve > 0. (6)

En faisante — 0 dans (6), nous arrivons a lim sup,, d( f,,, f) < 0. Par ailleurs, nous avons d( f,,, f) >

0,V n, dotliminf, d(f,, f) > 0. De 'exercice 1.9 a), nous obtenons que d( f,,, f) — 0. O
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