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Chapitre 10

Espaces L

10.0 Apercu

Nous avons déja vu I'importance des fonctions intégrables (autrement dit :
des fonctions mesurables telles que / |f|dp < ), par exemple comme majo-
rantes dans le théoréeme de convergence dominée. Dans le langage probabiliste,

une fonction intégrable est une fonction f qui a une espérance E(f) := [ fdP fi-
nie. Une autre quantité importante est la variance Var(f) := / (f —E(f))*dP, qui
est finie a condition que / f?dP soit finie.

D’autres conditions similaires jouent un role important : par exemple, la condi-

tion / |f]?dP < oo intervient dans 1’étude de la vitesse de convergence dans le

théoreme central limite ; la condition / |f|PdP < o, avec 1 < p < 2, pour la validité

du théoreme central limite, etc.

Nous allons présenter ici un « chapeau » commun a toutes ces propriétés, qui
est celui des espaces de Lebesgue £?,avec 1 < p < o0 :

1/p
P = {f:X—>R; f mesurable et || f||1» := (/f|p> < oo}

La définition de I'espace .£* fait intervenir une nouvelle notion, celle de sup
essentiel, qui est un sup adapté a la théorie de l'intégration, donc ne tenant pas
compte des ensembles négligeables.

Les espaces .£” sont des espaces vectoriels, et f — | f| .» vérifie I'inégalité tri-
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Espaces L” 10.0 Apercu

angulaire, mais n’est pas une norme. Nous allons pallier ce défaut en définissant
des cousins des espaces £7, les espaces L”; la définition est conceptuellement
compliquée, mais concretement facile a maitriser.

Ces espaces sont des espaces normés par | |.» (inégalité de Minkowski, théo-
réme 10.26) et complets (théoreme de Fatou 10.28).

L’autre notion importante de ce chapitre est celle d’exposant conjugué : si 1 <
p < 0, le conjugué de p est le nombre 1 < ¢ < oo défini par

L'inégalité de Holder (théoreme 10.18) affirme que, si f € £? et g € L9, avec p
et ¢ conjugués, alors fg est intégrable et

] / fg‘ < [ 150l = 111us ol

L'inégalité de Cauchy-Schwarz s’obtient en prenant p = ¢ = 2 dans l'inégalité de
Holder.

Dans la section 10.4, qui est une section « pour aller plus loin », nous énongons
le théoreme de représentation de Riesz 10.32, qui, de maniere informelle, montre que
I'inégalité de Holder est la seule inégalité possible dans les espaces .£% avec 1 <
p < 0. Une preuve de ce théoreme, inspirée par 'approche originelle de Riesz, est
présentée dans la section « pour aller encore plus loin » 14.5. Cette preuve a laissé,
dans les cours de master, la place & une preuve due a von Neumann, qui, pour
fonctionner, nécessite 1’hypothese superflue que la mesure ambiante est o-finie.
Vous allez voir la preuve de von Neumann dans le cours d’analyse fonctionnelle.

Dans tout le chapitre, (X, 7, i) est un espace mesuré fixé. f, g, etc. : X — R
sont des fonctions mesurables. Méme sans mention explicite, la mesurabilité des
fonctions concernées est assumée dans chaque énoncé. Le p. p. est relatif a la
mesure /.

Compétences minimales attendues.

a) Décider si une fonction « concrete » appartient a un espace .Z7.
b) Comprendre la différence entre .7 et LP.

¢) Comprendre la définition de £~.

d) Savoir montrer qu'un objet est bien défini pour une classe f € L”.
e) Savoir utiliser les inégalités de Holder et Minkowski.

f) Savoir utiliser le théoréeme de Fatou et son corollaire. o
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10.1 _Z? versus L7

Dans cette section, nous définissons les espaces de Lebesgue £ et L” et donnons
quelques éléments pour comprendre les régles de calcul dans L?. Rappelons que
nous travaillons dans (X, .7, 1), et que toutes les fonctions sont supposées .7 -
mesurables.

10.1 Définition (Espaces de Lebesgue 7).

a) Sil<p<on,

£l = (/lfl”)vp: (/lelpdp)l/p.

b) Sip = oo,

|£]12= = esssup | f] := min {M e K; |f(«)| < M p. p.}.

Q) Sil<p<oo, Z?=2L°X,p):={f: X >R;|f|zr <0}

10.2 Notation. Une notation alternative, treés répandue, pour les normes | |z» est | [,. ©

10.3 Remarques.

a) Cette notation est cohérente avec les notations des normes usuelles dans R" : si z =

(1,...,2,) € R", et si nous identifions x a une fonction f : {1,...,n} — R, alors
|z, = || f]z», ol la seconde norme est calculée par rapport a la mesure de comptage
sur {1,...,n}.

b) Attention toutefois au risque suivant de confusion :si f : X — R, | f|» peut désigner,
selon le contexte, soit sup | f|, soit esssup | f|. o

10.4 Définition (Espaces de Lebesgue L?).

a) LP = LP(X,p) := L7/ ~.Ici, ~ est 'équivalence f ~ g si et seulement si
f=g9p-p

b) Si f € L?, alors nous posons | f||z» := | g e, Ol g est une fonction arbitraire
de la classe d’équivalence définissant f.

10.5 Remarques.

a) ~ esten effet une relation d’équivalence; voir 'exercice 4.22.

b) La définition | f|z» := ||g| r» est correcte, au sens o1 |¢| .» ne dépend pas du choix de g
dans la classe de f; voir 1’exercice voir 1'exercice # 11 de la feuille # 7. En particulier,
ceci implique que, si g € ZP et h ~ g, alors h € £7.

¢) Voici une conséquence de l'item b). Considérons .#/ ~, avec # = {g : X —
R; g mesurable}. Nous avons alors la définition équivalente de L” :

LP := {fe.#] ~; festune classe d’équivalence telle que | f|r» < 0}.
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Espaces LP 10.1 .£P versus LP

d) Sil <p < et fe £P, alors la proposition 6.48 (appliquée a | f|P) et la remarque 6.47
montrent qu'il existe, dans la classe d’équivalence de f, une fonction ¢ finie partout.

e) Si fe L% soit A:={x e X;|f(x)] > esssup f}. Alors A € .7 est négligeable,
d’ott g = f xac est dans la classe de f. Notons que g est, par construction, bornée, en
particulier finie partout.

f) Ainsi, lorsque nous travaillons avec une classe de L?, nous pouvons toujours trouver
dans celle-ci un représentant fini partout (et, si p = o0, borné).

g) En particulier, si f, g € L alors nous pouvons définir la classe f + g comme celle de
fi+g1,avec fi (respectivement g;) dans la classe de f (respectivement g) finie partout.
Dans l'esprit de la remarque 10.7 qui suit, la classe f + g obtenue ne dépend pas du
choix de f; et g ; voir I’exercice # 11 de la feuille # 7. o

10.6 Notation. Par abus de notation, et bien qu'un élément de L” soit une classe d’équi-
valence et non pas une fonction, nous écrivons

1/p
1l = (/ Iflpdu> sil<p<o

Le sens de cette égalité est que pour tout représentant g de f, 1’égalité précédente est
vraie si nous remplagons a droite f par g.

Abus de notation analogue dans L. o

Nous continuons par deux remarques essentielles pour comprendre, d'une
part, le sens des énoncés concernant les espaces L?, d’autre part, la facon de défi-
nir les opérations dans les espaces L?.

10.7 Remarque. Lorsqu’il s’agit d"une propriété des espaces L”, la premiere
question a se poser est si sa preuve (qui fait intervenir des fonctions, et non
pas des classes) est indépendante du choix de la fonction dans la classe d’équi-
valence.

[lustration pour I'inégalité de Cauchy-Schwarz || fg|/;. < || f||;2]lg]l ;- (théo-
réme 10.18 avec p = ¢ = 2). La premiere étape de la preuve de cette inégalité
consiste a montrer que

1/2 1/2
/|f191| < (/|f1|2> (/|91|2) Vg : X —R (10.1)

En prenant, dans (10.1), f; dans la classe de f et g; dans la classe de g,
nous obtenons

/ rarl < Ifczlgl e

Pour compléter la preuve de I'inégalité de Cauchy-Schwarz, il suffit alors
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de montrer que f; g; est dans la classe de f g; or, ceci découle de I'exercice
10.11 b).

La remarque suivante montre que l'espace L”(X, fi) n’est pas, dans un sens a
préciser, plus riche que l'espace L? (X, u).

10.8 Remarque. Nous pouvons identifier de maniére naturelle les classes d’équivalence
des fonctions .7-mesurables et .7-mesurables. En effet, soit f; : X — R une fonction
7 -mesurable. Alors (proposition 4.19 a)) il existe une fonction 7 -mesurable g; : X — R
telle que f1 = g1 p-p. p- (ou, ce qui est équivalent, telle que f; = g1 1-p. p.)-

Notons : f la classe de f; par rapport a (X, 7,z), g la classe de g; par rapport a
(X, 7,1), G la classe de g; par rapport a (X, .7, uu). Par choix de g;, nous avons f = g.
Par ailleurs, nous avons G c g (vérifier). L'application f — G est bien définie et bijective,
de réciproque G — g (vérifier).

Cette identification naturelle s’étend aux espaces LP : si f; € £P(X,q), alors les
classes respectives satisfont f € LP(X, ) et G € LP(X, i), ce qui donne une bijection na-
turelle, f — G, entre LP(X,7i) et LP(X, u1). Cette bijection préserve lanorme : | f| z»(x z) =
|G|l zp(x, ) (vérifier).

En particulier, nous pouvons identifier LP(R", \,,) a LP(R", vy,). o

Exercices

Cet exercice donne quelques propriétés simples de || | .». L'item d) est particu-
lierement important de point de vue théorique.

10.9 Exercice.

a) [tflp, =1t flp, Vte R (avec la convention 0 - oo = 0).
b) Si f = g sont finies et égales p. p., alors || f — g[, = 0 et | fll, = |9l
¢) |[flp = 0sietseulementsi f =0p.p.

d) La définition de | f| est correcte, au sens suivant. Soit A := {M € [0,0]; |f(x)| <
M p.p.}. Alors A est non vide et A a un plus petit élément, m. Cet m est le plus petit
nombre C de [0, 0] avec la propriété |f(z)| < C p. p.

e) |f +9gllp <[flp+ lglp pourp =1etp=co.(ci, f,g: X - R) o

La définition de | ||~ est assez absconse. L'exercice suivant donne un cas out

[ flzee = sup[f].

10.10 Exercice. Soit U un ouvert de R”, muni de la mesure de Lebesgue sur #y. Si f €
C(U), montrer que | f| o = sup|f]. o
U

L’exercice suivant montre que la relation ~ « commute » avec les opérations
sur les fonctions.

187



Espaces LP 10.1 .£P versus LP

10.11 Exercice. Soit (X, 7, u) un espace mesuré. Nous considérons des fonctions f, g :
X — R (pas nécessairement mesurables). Montrer que la relation d’équivalence « f ~ g
si et seulement si f = g p. p. » a les propriétés suivantes.

a) Sif ~ fietg~ gy, alors f+tg ~ fi+tg1, ¥Vt e R (acondition que les fonctions soient
finies en tout point).

b) Sif ~ fietg~ gy, alors fg ~ fig1.

) Sif ~getsi®:R—R,alors®of~dog.

d) Dans cette question, X := R" et p := \,,. Soit 71, f(x) := f(x — h),Vax,he R".Si f ~ g,
alors 7, f ~ 1,9, V h. o

Dans le méme esprit, nous mentionnons la propriété suivante, utilisée dans la
définition du produit de convolution (dans le chapitre 11).

10.12 Exercice. Nous munissons R" de la mesure de Lebesgue. Soient f, g, fi,¢g1 : R" —

R, avec f ~ fi et g ~ g1. Soit z € R™. Montrer que h ~ hy, out
hy) = flx—=y)9(y), h(y) = filz —y) g1(y), Yy e R™. o

L’exercice suivant introduit des espaces tres importants, les espaces (7.

10.13 Exercice (Espaces (). Si p est la mesure de comptage, alors 1'égalité p. p. équi-
vaut a I'égalité. Ainsi, la classe d’équivalence de g est {g}. Nous pouvons donc identifier
naturellement .#” et L?, par la bijection g — {g}.

Si X = N muni de la mesure de comptage sur #(N), alors nous définissons
P =PN) ==L Vli<p<onl

a) Si (an), est une suite indexée sur n € N, montrer que

1/p .
@l = | (ZnlaaP) ", sil<p<ao
supy, |an|, Ssip= o0

b) Montrer que si 1 < p; < p < ®, alors L pr P2 < ¢, De plus, ces inclusions
sont « continues » :sil < p < r < o0, alors ||(an)n|er < |(an)new-

¢) Soit (an)n € P, avec p < 00. Montrer que pour tout r > pnous avons limg_,. | (an)nlles =
I(@n)nller-

d) Sil <r < wet(an)y, est une suite arbitraire, alors limg; [|(an)n|es = [ (an)n|er- o

Cet exercice est une suite « concréte » de la remarque « abstraite » 10.8.

10.14 Exercice.

a) Nous travaillons dans (R",.%,, \,,). Montrer que toute classe d’équivalence contient
un représentant borélien.

b) Méme propriété si a la place de R™ nous considérons une partie borélienne de R".

*Nous définissons de méme ¢?(A), avec A a. p. d.
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¢) Généralisation?

Un autre exercice fondamental. Nous le commenterons a sa fin.

10.15 Exercice. Nous supposons p finie.
a) Montrer quesi 1 < p; < py < o0, alors L* < LP2 < [Pt < L.
b) Soit f € L?, avec p > 1. Montrer que pour tout 1 < r < p nous avons lim,_,, | f| s

[ £z

10.16 Remarque (Inclusions entre les espaces LP). En général, il n'y a pas de
relation d’inclusion entre L? et L9, avec p # ¢ : nous n’avons pas L” — L9.

I1 existe deux exceptions notables.
a) Sil <p; <ps <o, alors (! < (Pt < (P2 < [®,

Les espaces (P croissent avec p.
b) Sipestfinieetl < p; < py <, alors L! © L7 o [P2 5 [®,

Si p est finie, les espaces LP décroissent avec p.

Pour l'item a), voir l'exercice 10.13 b); pour l'item b), I'exercice 10.15 a).

10.2 L’inégalité de Holder

Cette section est dédiée a la preuve de 1'inégalité de Holder et a deux de ses

«réciproques » qui montrent que cette inégalité ne peut étre améliorée. La pr
miere « réciproque », la proposition 10.19, servira dans la preuve de 1'inégali

e_
té

de Minkowski dans la section 10.3; elle intervient dans de nombreuses preuves
« par dualité » en analyse fonctionnelle. La deuxieme « réciproque », la proposi-
tion 10.20, intervient également dans des preuves d’analyse plus avancée, comme

celle du théoréme d’interpolation de Riesz-Thorin.

Commencgons par une définition essentielle dans ce contexte.

10.17 Définition (Exposants conjugués). Les nombres p, g € [1, 0] sont conju-

gués (ou exposants conjugués) si et seulement si — + ~ = 1.74
p q

10.18 Théoreme (Inégalité de Holder). Si p, ¢ sont conjugués, alors

If gl < | fllee lgllLa, ¥ £, g (inégalité de Holder) . (10.2)

"Notons que nous ne pouvons pas avoir en méme temps p = o et ¢ = 0. Si, par exemple,

p < o, alors ¢ = p/(p—1). Si nous avons en méme temps ¢ < , alors, par symétrie, p = ¢/(q—
tq est désigné comme le conjugué de p (et réciproquement).
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En particulier, nous avons

Ifgler < | flle2 |glz2, ¥ f, g (inégalité de Cauchy-Schwarz) . (10.3)

Les inégalités s’entendent pour des fonctions ou pour des classes d’équi-
valence.

10.19 Proposition (Formule de dualité LP—L? (I)). Soient p, ¢ exposants conjugués.

a) Sil < p < oo, alors nous avons
I£1ze = sup{/fg; g2 gl < 1}7 Viegr (10.49)

De plus, nous pouvons remplacer dans (10.4) le sup par max et considérer
uniquement des fonctions g telles que f g > 0.

b) Si i est o-finie, alors I'égalité (10.4) reste vraie pour p = . o
10.20 Proposition (Formule de dualité LP—L? (II)). Soient p, ¢ exposants conju-
gués.

Soit f : X — R telle que f g soit intégrable pour tout g € .£9.
a) Sip = 1,alors f e £
b) Si y est o-finieet 1 < p < oo, alors f € £7.

En particulier, sous ces hypotheses nous avons (10.4). o

Exercices

L'inégalité suivante, classique, sert dans la preuve de l'inégalité de Holder.
Elle généralise I'inégalité élémentaire a® + b* > 2 ab.

10.21 Exercice (Inégalité de Young). Soient 1 < p,q < o exposants conjugués. Montrer
que

al bl
ab< —+ —, Ya,be[0,00]. (10.5)
p q

. alP b
Indication. Etudier, pour b fixé, la fonction ¢ — — + — — ab. o
p q

L'inégalité de Holder a des variantes a plus de deux facteurs.

10.22 Exercice. Soient k > 2et1 < p1,pa,...,pr < oo tels que Z?Zl 1/p; = 1. Montrer que

Ifife - felr < 1 filleen | fellzes | felloes, ¥ frs for oo fio: X > R o
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Nous savons déja que, si 1 est finie, alors L" < LP sip < r. L'exercice qui suit
donne permet d’estimer” || f|.» en fonction de | f| -

10.23 Exercice. Nous supposons  finie. Si1 < p < r < o0, alors
1£lze < ()P fler, ¥ S
Ceci implique en particulier la conclusion de 'exercice 10.15 a). o

L'inégalité qui suit est un exemple simple d’inégalité d’interpolation.
10.24 Exercice. Soient 1 < pg < p < p; < 0.
q—10
P
b) Montrer que | [z < [ f|Zs | FI72, ¥ f. o

1 0
a) Montrer qu’il existe un unique 6 €]0, 1[ tel que — = — +
p p

Démonstrations

Démonstration du théoreme 10.18. 11 suffit de travailler avec des fonctions (voir la remarque
10.7). Nous pouvons supposer que 0 < | f|zr < w0 et0 < |g|r« < oo (justifier). Dans ce
cas, nous avons | f| < o p. p. et |g| < o p. p. (justifier) et donc nous pouvons travailler
avec des fonctions finies en tout point (voir également la remarque 6.47).

Sip = 1 et g = o0, nous devons montrer que / |f g| < esssuplg] / |f|, qui est vraie
(vérifier). Argument similaire sip = wetq = 1.
Supposons maintenant que 1 < p, ¢ < 0. Pour A €]0, oo[, I'inégalité de Young donne

_ - AP |f(@)P | lg(@)[?
|f(z) g(2)] = [A|f (@) [A7" g(2)]] < b T ang o TEEX (10.6)

En intégrant (10.6), nous obtenons

AP 1
1591 S0ttt + g-lolle (107)

En choisissant, dans (10.7), la valeur de A qui minimise le membre de droite de (10.7), a
savoir

 lglE®?

| £+

nous obtenons (10.2) (vérifier). CQFD

*Estimer : donner un ordre de grandeur. En analyse, le sens est plutdt : majorer.

tDu verbe interpoler, utilisé en philologie : « introduire un texte dans une ceuvre a laquelle il
n’appartient pas ». En mathématiques, 1'un des sens est : « intercaler des valeurs ou des termes in-
termédiaires dans une série de valeurs ou de termes connus ». En analyse, 'interpolation consiste
a estimer (donc majorer) des valeurs d"une fonction a partir de deux valeurs connues. Dans notre
cas, nous connaissons || f| Lro et | f|»1, et nous estimons || f| .».

SFaire une étude de fonction pour justifier ce choix de A.
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Démonstration de la proposition 10.19. L'inégalité de Holder implique « > » dans (10.4). Il suffit
donc d’établir « < ».

a) Soit d’abord p = 1. Soit g := sgn f. Alors ||g|z» < 1 et /fg = | fllz1 (vérifier).

Soit maintenant 1 < p < 0. Si || f|/» = 0,la conclusion est claire. Supposons | f|z» > 0.
Soit h(x) := | f(z)[P~! sgn f(z). Alors h est mesurable et |h[ 1« = HfHIi;l (vérifier). Soit
g := h/||h||Lq, de sorte que |g| s = 1. Nous avons

/ fg=(1/Ihl) / P = [l

b) Supposons M := | f||r» > 0, sinon la conclusion est claire. Soit (X,,),, une suite crois-
sante telle que X,, /" X et u(X,) < o, Vn.Soit 0 < ¢ < M et soit

A=A ={zeX;|f(z)| =M —¢&}.

Nous avons p(A) > 0 (justifier). Soit h,, := xa~x,, sgn f, qui satisfait ||h,[ 1 = p(A N
Xy) (vérifier). Par théoreme de la suite croissante, pour n suffissamment grand nous
avons p(AnX,,) > 0. Pour un tel n, posons g,, := h,/iu(AnX,,), de sorte que |gn |, =
1. Nous obtenons

Sup{/fg;g€$17 ”g|L1§1}2/fgn

1
s — > M —e.
U(Aan) /f;an |f| N y

Nous concluons en faisant ¢ — 0 dans (10.8). CQFD

(10.8)

La preuve de la proposition 10.20 repose sur le résultat auxiliaire suivant.

10.25 Lemme. Soient 1 < p, ¢ < o0 exposants conjugués.
Soit (ay), une suite de nombres réels positifs telle que ), (ax)? = .

Alors il existe une suite (o), de nombres réels positifs telle que >, (o)? < 0
et ), ar oy = 0. o

De maniere équivalente : si (a;), ¢ (7, alors la série ), ax o), ne peut pas étre
convergente pour toute suite (o) € £9.

Ainsi, le lemme 10.25 prouve (par contraposition) la proposition 10.20 dans le
cas de la mesure de comptage sur N.

1, sit>0
fRappelons la définition de la fonction «signe » :sgn (t) = 4 0,  sit = 0.
-1, sit<0
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Démonstration du lemme10.25. Soient 0 = k; < kg < - -- tels que

1
kjy1—1 /P

Dl lar) | =8=1

k=k,
(justifier I’existence des k;). Le choix

G
= Vi1, Vhk <k <k -1
Qe j(Sj)p_la .7> ) ]< < j+1 ’

donne une suite (ay);, avec les propriétés désirées. En effet, nous avons

Zakak = Zlkjil(ak)p = Z& = Zl = 0,

P’ 5 j(s)p—t g = J =

Z(ak)q = Z 1 kjil(ak)p = Z L < 0. CQFD
- AL L —

Démonstration de la proposition 10.20.

a) Soit g := sgn f € .£*. Nous avons/|f\ = /fg < o, etdonc f e £LL.

b) Supposons, par l'absurde, que f ¢ ZP. Pour un tel f, nous allons construire une
fonction g € 29 telle que fg > 0 et / fg = o — ce qui constitue la contradiction
recherchée.

Etape 1. Construction de g si 1 < p < o et yu est finie. Soit B := {x € X ; |f(z)| = o0}. Si
pu(B) > 0, alors g := sgn f xp convient. Ainsi, nous pouvons supposer que ;(B) = 0,
ce qui revient a | f| < o0 p. p. Nous pouvons donc supposer f finie partout (justifier).

Soit k € Z. Posons Ay, := {z € X ; 2F < |f(z)| < 2¥T!}, de sorte que les A;, sont d. d. d.
et f = 0sur X\ uy Ag. Soit fi :== f xa,. D'une part, nous avons

Ufelte = [ 1P <2500 (4 <o, VR e 2. (109)
k

D’autre part, nous avons

o0

Sl = Y /A 19 = / N /X P = . (10.10)

k=—0o0 k=—o0 —o0

© 0
De (10.10), nous avons soit Z I fx]?, = oo, soit Z | &%, = o0. Nous examinons le
k=0 k=—00
premier cas; 'autre est similaire. Nous supposons donc

0e)
D fell, = oo (10.11)
k=0
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De (10.9) et de la preuve de la proposition 10.19 a), pour tout £ > 0 il existe g €
Z(Ay) telle que | gk |La(a,) = 1, fr gk = 09’[/ frae = 1 fullzoay) = 1Fxl Lo x)-

A
Nous allons prendre g de la forme g = ZZO:() Q) gk X A, avec o, > 0. Nous avons, par
calcul direct,

0

[ 1al" - S /. lail? = 3 (en),

k=0

fg=2,a fege =), || full e
/ ];Ok/Akkk k;)k kL

Le lemme 10.25 combiné avec (10.11) montre que I'on peut trouver oy, tels que

o0

D ol frllr = oet Y (ap)? < .

k=0 k=0

Pour de tels oy, g a toutes les propriétés désirées.

Etape 2. Construction de g si 1 < p < oo et p est o-finie. Soit (Vy,), = 7 une suite d. d. d.
telle que X = 1,,Y}, et u(Y;,) < o, Vn. Notons f, la restriction de f a Y;,, de sorte que
fn est mesurable et

Z/Y |[ful? = /X P = oo (10.12)

(vérifier). Si / | fro [P = 00 pour un ny, alors, de I'étape précédente, il existe g, : Y;, —

n

R telle que / |gno|? < 90, frng gny = 0 et fno gny = 0. Dans ce cas, la fonction
Yoo Yo
9 1= Gno Xv», @ les propriétés souhaitées.

Nous pouvons donc supposer que / |fn]P < oo pour tout n. De la preuve de la

proposition 10.19 a), il existe g, € Z9(Y;,) telle que
lgnllLe =1, fngn = 0et /;/ Jngn = anHLP(Yn)-

Nous définissons g := }}, @, gn X4, avec a;,, > 0 a déterminer de sorte que g € £ et
f g = c. Comme dans I'étape 1, ces propriétés sont vraies si nous choisissons (via
le lemme 10.25), des a, tels que ., an | fulrr(v,) = 0 et 3, (an)? < oo (vérifier).
Etape 3. Construction de g si p = oo et u est o-finie. Soit (Y;,), la suite de I'étape 2. Soit
B :={zxe X; |f(x)| = oo}. Nous avons p(B) = > (B n'Y,) (justifier). Si u(B) > 0,

alors 0 < pu(B n'Y,) < o pour (au moins) un n. Pour un tel n, g := sgn f xBnv,
convient (vérifier). L'étape 3 est donc complétée si p(B) > 0.
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Ainsi, nous pouvons supposer que p(B) = 0, d’out |f| < w0 p. p. Posons A; = {z €
X;j < |f(x)] <j+1},Vje N* Notons que les A4; sont d. d. d. Comme f ¢ £%,
il existe une infinité de j tels que p(A;) > 0 (justifier). Soient 1 < j; < jo < -+ <
Jr < --- tels que u(Aj,) > 0, Vk > 1. Soit f, la restriction de f a A;,, de sorte que
fr € £*(A;,). De la preuve de la proposition 10.19 b), il existe gx, € £*(A;, ) telle que
lgklLr(a;,) =1 fege = Oet

[ oz U1 fidumian = /2 5= 12k

Si nous posons g := ;.- (1/k%) gk X4, , alors par calcul direct g1 = 3., (1/k%) <
w (dottge L) et

Jk 1
[ o= X2 1ne = Y 2= 3 5 = car
k>1

k>1 k>1

10.3 Norme et complétude

Dans cette section, nous montrons que L* est un espace de Banach, c’est-a-dire
un espace normé complet (théoréme de Fatou 10.28), et en particulier que || | .» est une
norme sur LP (inégalité de Minkowski, théoreme 10.26).

10.26 Théoreme (Inégalité de Minkowski).
a) Sil<p<oo,alors |f +gler < |[fler + 9lze, V £, g-

L'inégalité s’entend pour des fonctions finies en tout point ou pour des
classes d’équivalence.

b) (L?,| |z») est un espace normé et (£, || | 1») est un espace « semi-normé ». *

10.27 Corollaire. L'application L” 5 f — | f|.» € R est continue. o

10.28 Théoréme (Théoreme de Fatou). L? est un espace normé complet, V1 <
p < oo.¥

Le résultat suivant est la généralisation de la réciproque du théoréme de conver-
gence, théoreme 7.5.

10.29 Corollaire. Si f,, — f dans .#7, alors il existe une sous-suite (f,, ) et une
fonction g € .Z” telles que

a) fn, — fp-p-

TUn espace semi-normé est un espace vectoriel muni d’une « semi-norme ». Une semi-norme
x — |z| vérifie toutes les propriétés de la norme sauf éventuellement ||z = 0 = = = 0.
Un espace normé complet est un « espace de Banach ». Donc L? est un espace de Banach.
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b) |fucl = g p-p- o
10.30 Proposition. Dans L?,

< f,g>:= /fg, VfgelL? (10.13)

est un produit scalaire, et || f||;: =< f, f >¥/2.1

Démonstrations

Démonstration du théoreme10.26. Nous pouvons travailler avec des fonctions finies en tout

point (justifier).

a) Lescas p = 1 et p = oo suivent de 1'exercice 10.9 e). Nous pouvons donc supposer
1 <p<wetaussi|flrr <, |g|rr < 0.

La fonction ¢ +— ®(t) := |t|P étant convexe,’ nous avons ®((s +1)/2) < (®(s) + D(t))/2,
Vs, t € R, dou s+ t|P < 2P71(|s|P + [t|P), Vs,t € R (vérifier). Ceci implique |f +
glP < 2P7L(|f|P + |g|P). En intégrant cette inégalité avec f, g € £P, nous obtenons que
f+geZLP.

Comme f + g € P, nous pouvons appliquer la proposition 10.19 a). Avec ¢ le conju-
gué de p, nous obtenons

I1f + gl = sup{/<f F Q) hihe 2 < 1}

< sup{/fh; he 29 bl < 1} +Sup{/gh; he 9 |hl < 1}
= [fllze + llglze-
b) Les propriétés de (semi-)norme de | |» suivent de I’exercice 10.9. CQFD

10.31 Remarque. L'inégalité de Minkowski peut étre montrée sans faire appel a la pro-
position 10.19 a). Il suffit d’adapter la preuve vue pour montrer 1'inégalité triangulaire
dans (R", | [,)- Voir 'exercice # 17 de la feuille d’exercices # 7. o

Démonstration du corollaire 10.27. Ceci est vrai pour toute norme (car une norme est, d’apres
I'inégalité triangulaire, lipschitzienne de constante 1). CQFD

Démonstration du théoréeme 10.28. Nous pouvons travailler avec des fonctions (justifier).

Rappelons le principe suivant de preuve. Pour montrer qu'un espace métrique (en
particulier, normé) est complet, il suffit de montrer que toute suite de Cauchy contient

TL? est donc un espace normé complet dont la norme provient d’un produit scalaire : ¢’est un
«espace de Hilbert ».
Vérifier la convexité de la fonction ® en étudiant la monotonie de sa dérivée.

196



Petru Mironescu Mesure, intégration, éléments d’analyse fonctionnelle

une sous-suite convergente. Pour construire une telle sous-suite dans le cadre du théo-
réme 10.28, nous reprenons essentiellement la preuve du théoréme 7.5.

Soit ( f,)n une suite de Cauchy dans .Z” et soit ( f,,, ) une sous-suite telle que

”f’ﬂk - f’nk_;_lHLp < 2ik71, Vk > 0.+

Supposons d’abord 1 < p < co. Pour tout £ > 1, posons
k-1
G = Fnol + D [ fnjir = fuy-
§=0

La suite (gi ) étant croissante, nous pouvons définir g := limy, gy.
L’'inégalité triangulaire et I'inégalité de Minkowski impliquent
|frrl < gk < get|gror < [ faolze + 1. (10.14)

Le théoreme de convergence monotone et la deuxiéme partie de (10.14) donnent
lglz» < c0. Nous avons en particulier g(z) < o p. p. Si z est tel que g(z) < oo, alors

| fro ()] + 2 |(frjer — fn;)(@)| = g(x) < o0.

§=0

Il s’ensuit que pour un tel z la série f,, () + >;20((fn;41 — fn;)(2)) converge vers
un f(x) tel que |f(z)| < g(z) (justifier). Les sommes partielles de la série étant (f,, (x))x,
nous obtenons f,, () — f(x) et |f,, ()P < (g(x))P. Pour les autres z, nous définissons
f(z)=0.

De ce qui précede, nous avons f € ZP. Le théoréme de convergence dominée (va-

riante p. p.) donne / | frnp — fIP — 0,d’out f,, — f dans £7.

Enfin, supposons p = co. Soit B € .7 négligeable tel que f,, soit bornée sur X\B.
Soit A, € 7 un ensemble négligeable tel que |f,, ., — fn,| < 277! dans X\A4;. Soit
A := B U UiA, € ), qui est encore négligeable. Sur X\A4, f,, est bornée et la suite
(fn, )i est de Cauchy pour la norme uniforme. Elle converge donc uniformément vers
une fonction bornée f. En posant f(z) = 0si z € A, nous avons f € £ et f,, — f dans
L* (vérifier). CQFD

Démonstration du corollaire 10.29. ( fy)» étant une suite de Cauchy, si 1 < p < o le corollaire
découle de la preuve du théoréme 10.28.

Sip = o0, a) découle de la preuve du théoreme 10.28, et pour b) nous pouvons prendre
g := supy, | full=- CQFD

Démonstration de la proposition 10.30. L'inégalité de Cauchy-Schwarz implique que < f,g >
est bien défini. La linéarité dans chaque variable et la symétrie étant évidentes, il suffit
de vérifier que < f, f >= 0 = f = 0. Ceci découle de la derniere égalité de I'énoncé, qui
est claire. CQFD

*La suite de la preuve est similaire si, a la place des 2-%=1 nous choisissons des oy, <]0, oof
tels que Y, oy, < o0.
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10.4 Pour aller plus loin

Soient p, ¢ exposants conjugués. Si g € L9, alors 1'inégalité de Holder montre
que l'application

T:1” >R, T(f) :—/fg, v felP, (10.15)

est linéaire, continue et de norme < ||g| 1.

Sil < p < o, la proposition 10.19 (appliquée a | ¢| <) montre que la norme de
T est égale a | g||«. De méme pour p = 1, si p est o-finie.

Le résultat suivant montre que (10.15) donne foutes les applications linéaires et
continues T': L? — R.

10.32 Théoreme (Théoréme de représentation de Riesz). Soit 7' : L — R une
application linéaire et continue.

a) Sil <p < m, alors il existe g € L9 telle que

T(f) = /fg, Vfell (10.16)

De plus, la norme de T est | g/ 1a-
b) Sip = 1 et i est o-finie, alors il existe g € L™ telle que

T(f) = /fg, VfelLl. (10.17)

De plus, la norme de T est |g| 1.

Le théoreme ne mentionne pas L™ : les applications linéaires et continues sur
L* sont connues, mais assez difficiles a décrire.

Pour la preuve du théoreme 10.32, voir par exemple Lieb et Loss [16, Theorem
2.14] et la section 14.5. Voir également 1’éclairage sur la similitude entre la preuve
de ce résultat et celle d"un autre théoreme de représentation de Riesz, le théoréme
14.19, apporté a la fin de la section 14.4.
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Chapitre 11

Convolution

11.0 Apercu

La convolution est historiquement apparue dans la résolution des équations
différentielles, mais ses utilisations les plus fréquentes sont liées au lissage des
fonctions, c’est-a-dire a I’approximation d"une fonction peu réguliere (par exemple
discontinue) par des fonctions plus lisses (par exemple de classe C®).

Donnons un exemple simple de telle approximation. Soit f : R — R continue.
Posons

1 xT+e
Fe(x) := 28/ fly)dy, VzeR, Ve > 0. (11.1)

Le théoreme des accroissements finis donne 1’existence d'un point § = £(z,¢) €
|z —e,x+¢[ tel que F*(x) = f(§). Quand ¢ est petit, £ est proche de z, et donc, du
moins intuitivement, F** est proche de f. Il est d’ailleurs aisé de formaliser cette
intuition et de montrer les résultats suivants.

(A) Si f est continue, alors F* — f simplement.
(B) Si f est uniformément continue, alors F* — f uniformément.

Par ailleurs, F* est plus lisse que f : si, par exemple, f est continue, alors
F© est de classe C'. En particulier, (A) et (B) ci-dessus montrent que l'on peut
approcher (pour la convergence simple ou uniforme) une fonction continue par
des fonctions de classe C"*.

Dans ce chapitre, nous allons procéder un procédé général d’approximation.
11 est basé sur le produit de convolution, qui associe a deux fonctions f,g : R* — R
la « fonction »

frg(x):= - fy)glx —y)dy = - flz—y)gly)dy; (11.2)
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les guillemets attirent ’attention sur le fait que les intégrales de (11.2) n’existent
pas nécessairement.

11.1 Remarque. Pour pouvoir considérer f = g, les fonctions f et g doivent étre définies
sur tout R™. o

La formule (11.1) peut se réécrire comme

1 1 —
F!:‘(Z.) _ i %f(y) X[fs,s](x — y) dy = 25/Rf(y)X[1,1] <$ - y) dy7

1
ou encore, si nous posons g(y) = X1 (y), comme

Fé(x) = i/Rf(y)g ($_y) dy. (11.3)

3

Les convergences (A) et (B) peuvent s’écrire de maniere informelle

[ sa (2 dy = ([ st o) s (114

la convergence étant, selon les cas, simple ou uniforme.

Le résultat fondamental de ce chapitre, le théoreme 11.10, affirme que, si p :
R — R, est « convenable »," alors, pourl <p<wetfe ZP(R), nous avons

R >z F(z) = i/Rﬂy)p(x‘y) dy € C*(R),

3

F — (/ p(y) dy) f dans Z?(R) quand ¢ — 0. (11.5)

Un résultat analogue est vrai dans R".

Pour prouver ce résultat, et également en vue d’autres applications, nous al-
lons donner des conditions sur f et g qui assurent que le produit de convolution
est bien défini p. p. et a des propriétés d’'intégrabilité (inégalité de Young, théoreme
11.3).

Par la suite, nous allons décrire une bonne classe de fonctions p telles que f = p
soit lisse (proposition 11.8).

La partie la plus importante de ce chapitre est dédiée a la preuve de (11.5).

La section 11.3 contient des conséquences de ce résultat d’approximation, et
des généralisations de celui-ci, sous des hypotheses plus faibles sur p (théoréeme
11.28).

*p doit étre bien plus lisse que notre g, et d"ailleurs l’existence d’un tel p n’est pas évidente.
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Nous finissons par le théoreme d’approximation de Weierstrass 11.30 : « toute
fonction continue sur un compact de R" est limite uniforme d’une suite de fonc-
tions polynomiales », théoréeme dont la preuve « historique » passe par la convo-
lution.

Par ailleurs, le produit de convolution joue un role important en théorie des
probabilités. Il s’agit dans ce contexte non pas de la convolution de deux fonc-
tions, mais de deux probabilités. Plus précisément, si les vecteurs aléatoires X, Y :
2 — R" sont indépendants, de lois Px et Py, alors X +Y est de loi Px Py Le pro-
duit de convolution de deux mesures ou d"une mesure et d"une fonction seront
traités en exercice (exercices # 45 et # 46 de la feuille # 7).

Compétences minimales attendues.

a) Savoir appliquer I'inégalité de Young.

b) Savoir raisonner « par densité », en utilisant la densité de C°(2) dans .£7?(2)
sil < p < o (théoreme 11.12). o

Dans ce chapitre, nous considérons uniquement des fonctions ou classes d’équi-
valence f, g, etc., définies sur R™ ou sur une partie borélienne de R" et qui sont
Lebesgue mesurables. La mesure sous-jacente est \,, sur la tribu .%),. Cette mesure
étant complete, nous pouvons travailler si nécessaire avec des fonctions définies
p. p- : pour de telles fonctions, les notions de mesurabilité et intégrabilité sont
bien définies (remarque 8.36).

11.1 Inégalité de Young

11.2 Définition (Produit de convolution). Le produit de convolution de f,g :
R” — R est

fg(x) = L flx—y)g(y) dy, (11.6)

défini pour les = € R" tels que la fonction y — f(z — y) g(y) a une intégrale.

D’apres 'exercice 10.12, la définition du produit de convolution a aussi un
sens pour des classes [ et g. Dans la suite, nous travaillerons soit avec des classes,
soit avec des fonctions boréliennes. (Rappelons que dans chaque classe nous pou-
vons choisir un représentant borélien; voir I'exercice 10.14 a).) Si, de plus, f ap-
partient a un espace de Lebesgue £, alors nous pouvons supposer f finie par-
tout (remarque 10.5 d)).

11.3 Théoreme (Inégalité de Young). Soient 1 < p,q < o telsque 1/p+ 1/q >
1. Soit 1 < r < oo défini par I'égalité 1/r = 1/p + 1/q — 1.
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Soient f € LP(R™), g € L9(R™). Alors :

a) Le produit de convolution f = g est défini presque partout et définit une
fonction Lebesgue mesurable.

b) Nous avons f = g € L"(R") et
1F# gllr < [ flze lgllze- (11.7)

c) Sil/p+1/q = 1 (et donc r = ), nous avons les conclusions plus fortes
suivantes : f » g est défini en tout point, et |f = g(z)| < | f]ze ||g]|Le, ¥V € R™

Exercices

L’exercice suivant montre que le produit de convolution est commutatif.

11.4 Exercice. Nous avons f * g(z) = g * f(x), au sens ol 'une de ses quantités existe si
et seulement si l'autre existe et dans ce cas elles sont égales. o

Démonstrations

Démonstration du théoréeme 11.3. Nous pouvons travailler avec des fonctions boréliennes fi-
nies en tout point (justifier).

¢) Par symétrie du produit, nous pouvons supposer p < o (justifier). Avec h(y) := f(z—
y), I'inégalité triangulaire 6.23 a) et 'inégalité de Holder donnent

|f # gl(z) < /Ih(y)g(y)ldy < |hlelglze = 1flzr glza, V2 € R

(justifier la derniere égalité), ce qui au passage montre que f * g est défini en tout point
(justifier).

a) + b) Supposons maintenant 1/p + 1/¢g > 1 etdonc 1 < r < oo. Il suffit de traiter le cas
des fonctions positives. En effet, si les conclusions du théoréme sont vraies pour | f| et
lg|, alors f = g(z) est défini pour tout z tel que | f| = |g|(z) soit fini, et pour un tel « nous
avons

frg(@) = frege(@) = frxg-(2) = f- g4 (2) + [~ v g-(2)
et |f = g|(x) <|f]*|g|(z), d’ourles parties a) et b) du théoreme (justifier).

Si f, g sont boréliennes positives, alors f * g(z) existe (mais peut étre infini) pour
tout z, car il s’agit de l'intégrale d"une fonction borélienne positive (vérifier que y —
f(z—vy) g(y) estborélienne). Il suffit donc de montrer (11.7), car dans ce cas nous avons
fxge Z"(R") etdonc f  g(z) < o pour R"\4, avec A < R”" borélien négligeable.
De maniere équivalente, (11.7) donne que y — f(x — y) g(y) est intégrable pour tout
x € R™\ A (ce qui donne la partie a) du théoreme).
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Notons les relations suivantes : p < r, ¢ < r et

S e = :1+<;‘1>+<;‘1> -

(avec les conventions 1/0 = o et 1/o0 = 0) En utilisant ces faits et l’exercice 10.22

(avec k := 3, p1 :=r, pa := (rp)/(r — p), p3 := (rq)/(r — q) et la convention 1/0 = o),
nous obtenons, pour tout z € R" et avec h( ) = flx —y):

fxg(x) = /Rn (B2 (y) g7 ()] WP/ (y) 9"V (y) dy
< th/r a/r

WP L emrso—m 19| irarir—a)

r r 1—p/r 1—q/r
A A T 1 P P o

|-

1/r
= ([ re-vowm) 1

(vérifier et justifier les deux derniéres lignes, en considérant séparément les cas ol
p=rougq=r).

Ceci implique (via le théoreme de Tonelli)
7l = [ g ae <110 [ ([ - naay) do

Wttt [ ([ - was) sty = 11 Lol

(vérifier), d’ott (11.7). CQFD

11.2 Régularisation

Dans cette partie, nous travaillons dans R” muni de la norme euclidienne

usuelle, désignée par « | |». T Les intégrales s’entendent par rapport a la mesure
de Lebesgue.

Rappelons le résultat suivant de calcul différentiel.

11.5 Lemme. Il existe une fonction ¢ € C*°(R", R), non identiquement nulle, telle
que:

i) 0<(<1silz]<1.
i) ((z) =0si|z| > 1.4 o

Donc |z| = |z]2, V2 € R™.
Voici un exemple explicite de telle fonction (dont nous ne vérifierons pas ici les propriétés).

((z) = e VO si || < 1
~ o, silz|>1"
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La fonction ( est alors intégrable d’intégrale strictement positive (justifier). En
divisant ¢ par son intégrale, nous obtenons ainsi l'existence d"un noyau régulari-
sant. Les noyaux régularisants jouent un role fondamental dans I’approximation
d’une fonction par des fonctions lisses.

11.6 Définition (Noyau régularisant). Un noyau régularisant est une fonction
p € C*(R" R) telle que il existe 0 < R < oo tel que
i) p(x) = 0si|z| < R.
ii) p(x) =0si|z| > R.
iii) p(x)de = 1.
R
Si, de plus, R = 1, alors p est un noyau régularisant standard.

Une autre classe de fonctions d’intérét dans les procédures de régularisation
est CH(Q).

11.7 Définition. Si k € N U {00} et 2 est un ouvert de R”,

CH(Q) := {p e C*(, R); il existe un compact K <
tel que p(z) =0, Vo e Q\K}.

Le résultat suivant montre que la convolution avec des fonctions de C*(R")
«lisse » les fonctions et donne une formule tres importante, (11.8).

11.8 Proposition. Soient 1 < p < cwetk e N u {oo}.
Soient f € #P(R") et p € C*(R™). Nous avons :

a) f = est défini en tout point.

b) f*peCk
c) Pour toute dérivée partielle 0“ d’ordre < k,
0%(fx @) = [+ (%) (11.8)

La notation suivante est dans 1’esprit de (11.3).

11.9 Notation. Si p : R® — R, nous posons

1
pe(x) := o p(z/e), Ve >0,V eR". o (11.9)

Le résultat suivant est le résultat central de ce chapitre.

11.10 Théoréme. Soit p un noyau régularisant. Soit 1 < p < . Nous avons

f*pe. — f dans ZP(R") quand ¢ — 0, V f € ZP(R"). (11.10)
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En particulier, C*(R™) n Z?(R") est dense dans .Z?(R").

Résultat énoncé également sous la forme « C*(R"™)n LP(R™) est dense dans
LP(R™) ».

11.11 Remarque. Noter I’ambiguité de la formulation de la derniére partie du théoréme.
Au sens strict du terme, C* n L” n’a pas de sens, car L? contient des classes et C* des
fonctions. Le sens de I’énoncé est le suivant : pour tout f € L?, il existe une suite (f;);
telle que :

a) fj e C® ﬂgp,Vj.

b) Pour tout représentant g € .£” de f, f; — g dans £?.

Une formulation équivalente est que, avec f; comme ci-dessus, la classe [f;] € LP de
f; vérifie [f;] — f dans LP. o

Une conséquence facile du théoreme 11.10 est le résultat suivant.

11.12 Théoréme. Soient 1 < p < w et 2 < R™ un ouvert. Alors C*(2) est
dense dans .Z7(12).

Résultat énoncé également sous la forme « C(2) est dense dans LP(€2) »

11.13 Remarque. Le théoreme 11.12 est a la base de la stratégie la plus utilisée
pour montrer des propriétés de foutes les fonctions de 1'espace £7(12), avec
1<p<wetQouvertde R":

1. Etablir la propriété pour les fonctions f € C*(1).

2. Montrer que I'ensemble des fonctions de .£?({2) qui ont la propriété étu-
diée est un fermé.

Nous illustrerons cette démarche dans la section 11.3 (preuve des propositions
11.22,11.25 et du théoreme 11.28).

Exercices

Voici quelques propriétés fondamentales de p,, avec p noyau régularisant stan-
dard.

11.14 Exercice. Soit p un noyau régularisant standard. Montrer, pour toute > 0:
a) pe(x )>Osi|:c| <e.
b) p:(x) =0si|z| > e.

C)/Ps—l o

Cet exercice est un complément de la proposition 11.8. Cette fois-ci, c’est f qui
est supposée de classe C*.
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11.15 Exercice. Soient f € C*(R") et p € C.(R"). Nous avons :

a) f = est défini en tout point.

b) f*peCF.
¢) Pour toute dérivée partielle 0* d’ordre < £,
O (fxp) =(0f) . (11.11)

d) Si f est un polyndme' (de n variables) de degré < m, alors f * ¢ est un polyndme de
degré < m. o

L’exercice suivant, dans l'esprit de I'exercice 4.32, sera utilisé dans la preuve
du théoréme 11.10.

11.16 Exercice. Soit K < R" un compact. Pour j € N*, soit

Kj:={z eR"; dist(z,K) < 1/j}.
Alors K est un compact, V j, et K; \| K. S

L’exercice qui suit sera utilisé dans la preuve du théoréme 11.12.
11.17 Exercice. Soit 2 un ouvert de R"” (muni d’une norme). Pour j € N*, soit
Kj:={xeR"; |z| < j, dist(z,Q°) = 1/j}.

Alors K est un compact, V j, et K; / (). o

L’exercice suivant montre que la procédure d’approximation de la preuve du
théoréme 11.12 permet d’approximer une fonction dans plusieurs espaces .Z* a
la fois.

11.18 Exercice. Soient 1 < py,...,p; < 00.Soit f € LP1(Q) N ... " ZLP+(Q). Montrer qu'il

existe une suite (¢;); < C(Q) telle que ¢; — f dans £7(Q2),i =1,... k. o
11.19 Exercice. En prenantn = 1 et f := x[o,,[, montrer que les théorémes 11.10 et 11.12
et le lemme 11.20 sont faux si p = 0. o
Démonstrations

Démonstration de la proposition 11.8. Rappelons le résultat suivant : une fonction continue sur
R™ qui s’annule en dehors d"un compact est bornée.

Etape 1. Existence de f = 0% si 0* est d’ordre < k. Soit R < oo tel que p(z) = 0,V |z| > R.
Soit 0“ une dérivée partielle d’ordre < k. Alors 0% est continue et s’annule en dehors de

B(0, R) (justifier), donc il existe une constante finie C, telle que |0“p(z)| < Cy, V2 € R™.

*Ou plutot une fonction polynomiale.
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Soit ¢ le conjugué de p. De ce qui précede, 0%¢p € £ (justifier), et donc f = 0%p est
défini en tout point (théoreme 11.3 c)).

Etape 2. f *  est continue. Soit h(y,z) := f(y) p(z —y), 2,y € R", de sorte que f * () =

h(y,z) dy. Nous appliquons le théoréme 7.10. La continuité par rapport au parametre

x étant claire, il faut obtenir la majoration exigée par le (i”) du théoreme. Soit x € R™.
Alors p(z —y) =0si|z —z| < let|y] = r := R+ |z| + 1, car dans ce cas nous avons
|z — y| > R (justifier). Il s’ensuit que

fro(z) = /B(O h(y,z)dy, ¥z € B(x,1).

)

De ce qui précede, nous avons la majoration
n(y, 2)| < 9(v) := Co|f (W)l XB0.r) (9), ¥z € Bz, 1).

Pour conclure, il suffit de noter que g est intégrable, car, par 1'inégalité de Holder, si g
est le conjugué de p alors

lgler < Collflee IxBomle = Clflzr (avee C = C(r) < ).
La continuité de f = 0“¢ (avec 0* dérivée partielle d’ordre < k) se montre de la méme
maniere.

Etape 3. Preuve de 0;(f * ) = f * (0;¢). Le raisonnement est analogue a celui de 1’étape 2;
on utilise le théoréme 7.14 au lieu du théoréme 7.10 (vérifier). Par récurrence sur 'ordre
de différentiation, ceci permet d’établir c) pour tous les o concernés.

Pour conclure, f * ¢ a, jusqu’a l'ordre k, des dérivées partielles continues qui vérifient

c). Elle est donc de classe C* et a les propriétés a)—c). La preuve est compléte. CQFD

L’'ingrédient clé de la preuve du théoréme 11.10 est le lemme suivant.

11.20 Lemme. Soit 1 < p < o. Soient f € Z?(R™) et § > 0.

Alors il existe une fonction étagée de la forme g = }; a; xx,, avec K; compact,
Vj, telle que | f — g|» <.

De maniére équivalente, I’espace vectoriel engendré par les fonctions x x, avec
K < R" compact, est dense dans .#7(R").* o

Démonstration du lemme 11.20. Nous pouvons supposer [ borélienne (justifier). Soit (fx)
une suite de fonctions boréliennes étagées telle que sgn fr = sgn f, V&, fr — f et

"Par abus de langage, comme expliqué dans la remarque 11.11, la conclusion du lemme 11.20
est que les fonctions étagées de la forme g = 7, a; Xk, sont denses dans L?(R"). Par ailleurs, la
conclusion reste valable si nous remplagons R"™ par un ouvert de R"; ceci découle de la preuve
du lemme 11.20.
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|fx] /" |f| 'existence d'une telle suite découle de la preuve du théoreéme 3.5). Par conver-
gence dominée, nous avons | f — f|z» — 0; par ailleurs, f € £7, V k (justifier).

Chaque f}, étant une somme finie de la forme };; a; x4,, avec A; borélien et 1,,(4;) <
o (la derniere propriété découlant de fj, € £7;justifier), il suffit de montrer la conclusion
du lemme si f = x4, avec A borélien de mesure de Lebesgue finie (détailler). Dans ce
cas, rappelons que pour tout ¢ > 0 il existe un compact K < R” tel que 'on ait K < A et
vn(A\K) < € (corollaire 4.27).

Nous obtenons |4 — Xk |zr = [xaxlr = (vn(A\K))/P < !/P. ¢ étant arbitraire,
nous obtenons le résultat désiré de densité. CQFD

Démonstration du théoreme 11.10. Nous considérons uniquement un noyau régularisant stan-
dard; le cas d"un noyau régularisant général est analogue.

Pour la deuxiéme partie du théoreme, il suffit de noter que f * p. € C*(R") (proposi-
tion 11.8) et d’appliquer (11.10).

Soit
X :={feLPR"); f*p. — f dans LP(R") quand € — 0}. (11.12)

Par linéarité du produit de convolution par rapport au premier argument, X est un
sous-espace vectoriel de £7.

Etape 1. X est fermé dans £P. Soit (f;); = X avec f; — f dans .#P. Soit § > 0. Alors il
existe un j et un o tels que |f; — fllLr < 6/3 et |fj * pe — filzr < §/3, V0 < & < &.
L'inégalité de Young et le fait que ||p:| ;1 = 1, Ve (exercice 11.14) donnent

If #pe = fllLe < |(f = f5) * pelloe + 1 f5 % pe = fillbe + | fj — flze
< |f = fillee + £ * pe = fille + 5 — fllr <3, VO <€ < &o.

0 étant arbitraire, nous obtenons que f € X.
Au vu du lemme 11.20 et de ce qui précede, afin de conclure il suffit de montrer
I'étape 2 qui suit.
Etape 2. Pour tout compact K < R™, nous avons xx € X. Soit K un compact de R" et § > 0.
Posons, pour j > 1,
K;:={zeR"; dist (2, K) < 1/j} = Uzex B(z,1/5) (11.13)

(justifier la deuxieme égalité en utilisant le fait que, si /' = R" est fermé et y € R, alors il
existe z € F tel que dist(y, F) = |y — z|).

L’ensemble K est compact, V j, et nous avons K; \, K (exercice 11.16). Comme
vn (K1) < oo, le théoréeme de la suite décroissante implique 'existence d'un j tel que
vn(KG\K) < 0 (justifier).

Posons ¢y := 1/5. Soit 0 < ¢ < g9. Notons les faits suivants (évidents sur un dessin;
les justifier en utilisant la deuxieme égalité dans (11.13)) :

size Ketye B(0,¢), alorsz —y € Kj, etdonc xx, (v —y) =1; (11.14)
siz ¢ Kjetye B(0,¢), alorsz —y ¢ K, etdonc xx(z —y) = 0. (11.15)
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Il s’ensuit de (11.14) que

re K = XKj*ps(w):/ XKj(w—y)ps(y)dy—/B( )pa(y)dy,
0,e

B(0,)
=1 = xk (),
d’ou
re K = xk(2) — xK * pe(z) = (XK; — XK) * pe(T) = XK,\K * p=(T). (11.16)

De méme, (11.15) donne (vérifier)
¢ Kj = xk(®) = xk * pe(z) = 0. (11.17)
Par ailleurs, pour tout point € R” nous avons (vérifier) 0 < xx * p-(z) < 1, d’ott
re K)\K = |xr(z) — xx * pe(2)] = xx * pe(2) < 1. (11.18)
En combinant (11.16)—(11.18), nous obtenons
IXK — XK * pe| < XK)\K * Pe + XK\ V0 <& < 0. (11.19)
L'inégalité (11.19) et celles de Minkowski et Young donnent (détailler) :

Ixr = XK * pelr < |xrj\K * Pelrr + [xxj\rlLP
< Ixrplee lpellr + Ixxprlee = 2 XK x| Le (11.20)
= 2 (Lu(Kj\K))YP < 267 V0 < & < &.

0 > 0 étant arbitraire, nous obtenons (11.10) pour f = xk. CQFD

En examinant la preuve de (11.19), nous déduisons le résultat suivant.
11.21 Lemme (Existence de fonctions plateau; lemme d’Urysohn). Soient
K c U c R", avec K compact et U ouvert.
I1 existe une fonction ¢ € CF(U) telle que :

i) 0<p<lsurl.
ii) ¢ = 1 sur K. o

Démonstration du lemme 11.21. Soit eg := dist (K, U¢), de sorte que g9 > 0 (pourquoi?).

Soit 0 < € < g¢/2. Posons

L:={zeR"; dist(z,K) <e}, M := {x e R"; dist(z, K) < 2¢}.
Alors K ¢ L ¢ M < U et M est un compact (vérifier). Soit p un noyau régularisant
standard. La preuve de (11.19) implique que ¢ := X, * p. a toutes les propriétés requises;

en particulier, p(x) = 0siz ¢ M, etdonc p € CL(U). CQFD
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Démonstration du théoréme 11.12. Soit f € £P(R). Soit f le prolongement de f avec la valeur
0 a R™\Q, de sorte que f € £P(R"). Soient ¢ > 0 et g € C¥(R") n LP(R") telle que
If =9l zrrn) < €/2; Vexistence de g suit du théoréme 11.10.

Soit g la restriction de g a 2. Nous avons g € C®(£2) n £P(Q) et (justifier)
If = glir) < 1F —9lewn) < e/2.

Il reste a trouver h € C(Q) telle que |g — h|zr() < &/2.

Rappelons le résultat suivant de topologie : il existe une suite (K);>1 de compacts
telle que K; " Q (voir I'exercice 11.17).

Soit, comme dans le lemme 11.21, p; € CF(Q2) telle que 0 < ¢; < 1 et p; = 1 sur K.
Nous avons ¢; — 1 simplement dans €2 (justifier). Comme |gp; — g| < |g| et gp; — ¢
simplement, nous obtenons par convergence dominée que |g¢; — g|zr) — 0. Pour j
suffisamment grand, h := g ¢; convient. CQFD

11.3 Pour aller plus loin

Sil < p < o0, nous savons (théoreme 11.12) que CP(€2) est dense dans .Z7(12).
Ce résultat permet, dans certains cas, d’établir des propriétés de toutes les fonc-
tions f € £?(Q2) en étudiant uniquement les fonctions de C°(2). Nous donnons
ici quelques exemples typiques.

11.22 Proposition. Soient p, ¢ exposants conjugués. Si f € ZP(R") et g € ZL(R"),
alors f = g e C(R"). o

Démonstration de la proposition 11.22. Nous avons soit p < 0, soit ¢ < 00. Supposons par
exemple p < .

Etape 1. Preuve si f € CX(R™). Dans ce cas, la conclusion découle de la proposition 11.8.

Etape 2. Preuve si f € £P(R"). Soit (f;); € CX(R") telle que f; — f dans £ (I'existence
de la suite découle du théoreme 11.12). L'inégalité de Holder donne

[fixg9(@) = fxg(@)| = [(fi = f) = g(@)| < [f; = flr lg|Le — 0 quand j — 0.

Il s’ensuit que f = g est limite uniforme d’une suite de fonctions continues, donc conti-
nue. CQFD

11.23 Notation. Si f : R® - R, 73, f(z) := f(z — h),Vz,h e R™ o

L’exercice suivant sera utilisé dans la preuve de la proposition 11.25.

11.24 Exercice. Si f ~ g, alors 7, f ~ m,9, V h. o
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11.25 Proposition (Continuité des translations dans L?). Soit 1 < p < . Pour
tout f € Z?(R"), nous avons 73, f — f dans Z?(R") quand h — 0.

De méme dans L?(R"). o
Démonstration de la proposition 11.25. Compte tenu de 'exercice 11.24, il suffit d’établir le ré-

sultat dans Z?(R") .

Etape 1. Preuve si f € CX(R™). Soit R < o tel que f(x) = 0si |z| > R. Soit h € R" tel que
|h| <1.Si|z| = R+ 1,alors 7, f(x) = 0 et f(z) = 0 (vérifier).

Par ailleurs, soit M := max{|V f(z)|; x € R"} < oo (justifier la finitude de M). L'in-
égalité des accroissements finis donne (vérifier)

|Tnf(x) — f(z)| < M ||, Yz, h e R™.

Il s’ensuit que, pour || < 1, nous avons

lrnf — fI2, = /

B(0,R+1

: 70 f () — f ()" da

gMp|h|p/ dz — 0 quand h — 0.
B(0,R+1)

Etape 2. Preuve si f € .ZP(R"). Soit ¢ > 0. Soit g € CL(R™) telle que |f — g|r» < /3
(I'existence de g suit du théoreme 11.12). Soit 6 > 0 tel que | 7,9 — g||r» < €/3si |h| < 0
(I'existence de 6 découle de la premiére étape).

En notant que |m,k||Lr = k| e, ¥V k € £LP(R™) (vérifier), nous obtenons, pour |h| < § :

|7 f = fllee < |mnf — Thglle + |Thg — glle + g — fllze
= |7 (f = 9llee + [7ng — gllze + g — fllze
=|f—glee + |Thg — glzr + llg — fllzr <e.

€ > 0 étant arbitraire, nous obtenons la conclusion de la proposition. CQFD

Nous allons maintenant considérablement généraliser le résultat de conver-
gence (11.10), en affaiblissant les conditions sur (I’analogue de) p..

11.26 Définition (Approximation de I'identité). Une approximation de I'identité est
une famille ((%).~ telle que :

i) (¢ : R" — R est (Lebesgue) intégrable, Ve > 0.
ii) /gﬁ —1,Ye> 0.
iii) Il existe une constante M < oo telle que / |C°| < M,Ve>0.

iv) Pour tout § > 0, lim._, / |C?| = 0.
R™\B(0,5)
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Définition analogue lorsqu’il s’agit d’une suite (¢7) ;1. o

Un exemple fondamental d’approximation de l'identité est donné par le ré-
sultat suivant.

11.27 Proposition. Soit p € £ (R") telle que / p = 1. Soit, comme dans (11.9),

1
pe(z) = E—n,o(:n/e), VreR" Ve>0.

Alors (p-).~0 est une approximation de l'identité.

En particulier, cette proposition s’applique lorsque p est un noyau régulari-
sant. o

Démonstration.

1) +1i) + 1ii) Nous avons /,05 = /p =1 et/|p£| = /|p| := M < oo (vérifier), de sorte que
1)—iii) sont satisfaites.

iv) Soité > 0. Nous avons (justifier, en utilisantle changementlinéaire de variables ®(y) := e y)

/ 1pe ()| da = / ()] dy — 0 quand e — 0,
R™\B(0,5) R™\B(0,5/¢)

la derniére conclusion étant une conséquence du théoréme de convergence dominée (justi-
fier). CQFD

Le résultat suivant généralise le théoréme 11.10.

11.28 Théoreme. Soit 1 < p < 0. Soit (¢*).~o une approximation de I'identité.
Pour tout f € Z?(R™) nous avons f * (* — f dans .Z?(R") quand ¢ — 0.
De méme pour une suite (¢7) ;1.

De méme dans LP(R"). o

Démonstration. Etape 1. Preuve quand f € C°(R™). Pour les besoins des résultats a venir, nous
allons estimer la différence f + (¢ — f lorsque f ala propriété plus faible f € C.(R"™). Rappelons
quune telle fonction f est uniformément continue sur R"™.

Donné ¢ > 0, s0it0 < ¢ < 1telque
[V, 2" eR", [o — 2’| < 6] = [f(z) — f(2)] <&

Soit C' < o tel que |f(z)| < C, Vx € R™ (justifier I'existence de C). Enfin, soit R < oo tel que
f(z) =0si|z| = R.
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Pour tout x € R"™, nous avons

u*f@»—ﬂm«—/f@—yx%wdy—ﬂm

-ﬂ/uu—w—fm»&@mﬂ

;/U@—w—fmm¢@n@

:/ £ — ) — F(@)]1C(v)| dy
B(0,6)

s e~ @I W) dy
R\ B(0,6)

€ d
ss/w) 15 (w)| dy

(11.21)
+/' @ —y) — f@)1C W) dy
R\ B(0,6)

<¢ [ Wl
s e~ @I W) dy
R\ B(0,6)
sM£+/’ @ —y) — F@) W) dy
R\ B(0,5)
sMa+/’ (17 (@ — )| + £ @) 1CW)| dy
R\ B(0,6)

<M ¢ +2C ¢ (y)| dy.
R™\B(0,8)

Parailleurs, si|z| > R+ let|y| < § < 1,alors f(x) = f(z — y) = 0. Il s’ensuit que pour
un tel z le calcul (11.21) donne

Fre@—s@is [ el 112

=|fl* (|| XR”\B(O,&))(x)'

Soitr = r5. = / |¢°(y)| dy, desorte quelim. 75, = 0,V 6 > 0.Soity) = 15, 1=
R™\B(0,6)

IC%| Xrm\ B(0,5), qui Vérifie [i] 1 = 7.
Enutilisant (11.21) si|z| < R+ 1et(11.22)si|z| = R + 1, nous obtenons, grice a I'inégalité
de Youngetavec N = N(R) < w0

M*G—NZS/ wm+ﬂnrm+/‘ (1] % 6]?

B(0,R+1) R™\B(0,R+1)
§N[M£+20r]p+/ (1] 0 (11.23)
RTL

< N[ME+2CT + |2, |62, — N MP& quande — 0.
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& > 0 étant arbitraire, nous obtenons que f * (¢ — f dans ZP(R") quand e — 0.

Etape 2. Preuve si f € £P(R"). Soient f € ZP(R") et > 0. Soient g € CX(R") et gy > 0 tels
que | f —gllzr < &etllg*C —g|r <& V0 < e < ep. Pour un tel €, nous avons (détailler)

If ¢ = Floe < f # ¢ =g Clle + g+ ¢ —gllzr + g — fllze
<|(f=9) = Clr + 28 < |f —glrr |l +28 < (M +2)¢.

& > 0 étant arbitraire, nous obtenons la conclusion du théoréme pour f. CQFD

Au passage, nous avons montré le résultat suivant (voir (11.21)).

11.29 Corollaire. Soit ((¥).-o une approximation de l'identité. Soit f € C.(R").
Nous avons f # ¢° uniformément dans R" quand ¢ — 0. o

Ce corollaire intervient dans la preuve du résultat suivant.

11.30 Théoreme (Théoreme d’approximation de Weierstrass). Soit X < R™ un
compact. Soit f € C(K,R).

Alors il existe une suite de polyndmes' de n variables (P;); telle que P; — f
uniformément sur K.

De maniere équivalente, {P : K — R; P fonction polyndmiale} est dense
dans C'(K,R) muni de la norme uniforme. o

La preuve qui suit est due (du moins dans R) a Weierstrass. Son adaptation a
R™, présentée ici, est aisée. L'idée principale apparait déja dans R.

Démonstration. Nous utilisons le résultat suivant de topologie (théoréme de Tietze) : si B est
une boule de R" telle que K < B, alors toute fonction f € C(K,R) admet une extension g €
C(R™,R) avec g(x) = 0,V z € R™\B. Ainsi, quitte 2 remplacer K par B et f par g, il suffit de
montrer le résultat pour la restriction 2 B d’une fonction f € C'(R™, R) qui s'annule en dehors de
B (justifier). Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que B = B(0, R).

Soit f € C.(R™) telle que f(z) = 0si |z| > R. Soit p la « gaussienne standard » dans R",

1 2
L —|z| n
p(z) = ey , Vo eR"™

Rappelons que / p = 1. Laproposition 11.27 combinée avec le corollaire 11.29 donne f xp. —

f uniformément sur R” quand ¢ — 0, ou

1

— e 1P/ yes 0, Vo eR, (11.24)
e g

pe(x) =

*Ou plutot de fonctions polyndmiales.
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Soit§ > 0. Soite > 0 tel que

|f = pe(x) — f(x)] <6, Vo e R™ (11.25)

Nous allons trouver un polynéme S tel que

|(pe — S)(2)| < 6, ¥z e B(0,2R). (11.26)

En admettant l'existence d'un tel S, nous concluons de la fagon suivante. Pour tout ¢ nous
avons

[ ola) = L F@) ol —y) dy. (1127)
B(O,R)

Soit M < w tel que |f(z)] < M,Vz € R™. Siz,y € B(0,R),alorsz —y € B(0,2R). En
combinant ce fait avec (11.25)-(11.27), il s’ensuit que, pour tout € B(0, R) nous avons, avec
N =N(R) < w0,

|f#S(@) = @) < | [S(@) = pel ()] + [(f * pe = F) ()]

< ﬂ F@) S = pel(w — ) dy| + 6
B(0,R)

<MS§ dy+6=N§.
B(0,R)

d > 0Oétantarbitraire nous obtenons, pour une suite (.S;) ; convenable de polynémes, f*S; —
f uniformément sur B quand j — o0. Pour conclure, il suffit de noter que f *.S; est un polynéme
(exercice 11.15 d)).

Ainsi, pour compléter la preuve il suffit de trouver S satisfaisant (11.26). Rappelons que le dé-
veloppement en série de 'exponentielle converge vers l'exponentielle uniformément sur les com-
pacts:siT > Oet& > 0, alors il existe k tel que

<& Vte[-T,T). (11.28)

Soit k tel que (11.28) soit valide avec T := 4 R?/e2 et € := n™/? ™ §. Posons

k 2/.2\¢
1 (=l=F/)
Si=— > i . (11.29)
£=0
De (11.28), (11.29) et (11.24), nous avons (11.26) (vérifier!). CQFD

11.31 Remarque. Mise en perspective du théoreme 11.30. Sur [0, 1]”, une autre preuve de
ce résultat, d'inspiration probabiliste, est due & Bernstein. Vous allez rencontrer le théo-
réme de Bernstein en préparation a ’agrégation. Un autre indice de la nature probabiliste
de ce résultat serait 1'utilisation, dans la preuve initiale de Weierstrass, de la gaussienne,
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Convolution 11.3 Pour aller plus loin

liée au mouvement brownien. Que nenni. La preuve de Weierstrass repose sur 1’exis-
tence d'une fonction p : R™ — R, intégrable, d'intégrale non nulle et entiére, c’est-a-dire
développable en série entiere sur tout compact. La gaussienne en est un exemple, mais
d’autres fonctions, comme par exemple

1 i 4 21°) ) = l=l®
R" >z 7+(1+sm x —cos(e ))e ,

71t [z (I=1%)
(et plein d’autres!), dont I'interprétation probabiliste est au minimum peu évidente, font
l'affaire.

Comme preuve supplémentaire de la nature non-probabiliste de ce résultat, sa gé-
néralisation, également vue plutdt en préparation a l’agrégation, le théoreme de Stone,
qui concerne des fonctions continues sur un compact (pas nécessairement de R"), a une
preuve presque algébrique, sans aucun ingrédient probabiliste.

Enfin, le schéma habituel de preuve est « théoreme de Bernstein (avec preuve pro-
babiliste) = théoreme de Weiestrass ». Pour une approche « théoreme de Weiestrass =
théoreme de Bernstein », voir mon texte moldu A muggle’s approach to Bernstein’s ap-
proximation theorem”. o
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Chapitre 12

Séries de Fourier

12.0 Apercu

Dans ce chapitre, nous considérons des fonctions f : I — C, avec I < R in-
tervalle. Nous travaillerons dans |0, 2|, mais le choix de I n’est pas important.” Notre
but est d’écrire f comme une « superposition d’ondes (co)sinusoidales », ou somme
d’une série de Fourier, c’est-a-dire de donner un sens et de justifier I'égalité

f(x) = i by, cos(nx) + i cpsin(nx), x € I. (12.1)
n=0

n=1

Comme son nom ne I'indique pas, l'intuition de cette égalité est due a Daniel
Bernoulli, 69 ans avant le traité de (Jean Baptiste) Joseph Fourier, et sa premiere
preuve a (Johann Peter) Gustav Lejeune Dirichlet, 7 ans apres le traité. Mathé-
matiquement parlant, la contribution de Fourier a été de donner la formule des
coefficients a,, et b, et d’affirmer, moult exemples numériques a l'appui, la vali-
dité de (12.1). Néanmoins, la justification de I'intuition de Fourier a été un moteur
extraordinaire pour la recherche mathématique et a attiré 'attentions de mathé-
maticiens de tout premier plan; d’ailleurs, la section 12.5 « Pour aller plus loin »
a des allures de Gotha* des analystes du vingtieme siecle.

Nous travaillons dans I =10, 2x[, muni de la tribu de Lebesgue et de la mesure i =
(1/m(I)) Ay = (1/(2m)) A1. Ainsi, si 1 < p < o0, alors

2 1/p
e = (55 [ Irtopas) s (122

T Attention toutefois aux formules, qui dépendent de I.
*Ca peut ne pas parler au moins de 50 ans. Au sens figuré, Gotha = liste des GOAT.

SRappelons la convention f; g(@)dz = [, ;9\
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Séries de Fourier 12.0 Apercu

Toutes les (classes de) fonctions f considérées sont supposées étre Lebesgue intégrables
sur I. I étant de mesure finie, il s’ensuit que ’hypothése d’intégrabilité est satis-
faite si f € LP(I) pour un p > 1 (remarque 10.16). Selon un principe rencontré a
plusieurs reprises, les énoncés comprennent des classes de fonctions, les preuves
se font sur des fonctions.

Comme annoncé plus haut, notre but est d’étudier la validité de (12.1). Néan-
moins, pour des raisons d’esthétique des formules et aussi pour anticiper la trans-
formée de Fourier (chapitre 13), nous allons considérer une décomposition en
somme de " = cos(nx) + usin(nz) plutdt qu'une décomposition en somme
de cos(nz) et sin(nz). (Typiquement, nous montrons (12.3) ci-dessous plutdt que
(12.1).) Le passage d'une décomposition a l'autre se fait a travers les formules
d’Euler. L’avantage des exponentielles est que les formules sont plus symétriques.

Si f : R — C est 2r-périodique et suffisamment lisse (de classe C' suffit, voir
la section 12.4), alors nous avons

n=00 n=N
fl@)= 3, calf)e™ = lim > cu(f)e™, VaeR, (12.3)
n=-—o0 N—oo n=M
avec
1 2
ealf) =0 [ fl)e ™yt (12.4)
™ Jo

La définition (12.4) s’obtient a partir du calcul formel® suivant (avec 47, le sym-
bole de Kronecker)? :

1 2T 1 2w M=%
— / flx)e ™™ dx = / Z Cm(f) e e dx
2m J, 2r Jo =

1 2w 1 m=00 2w
_ — flx)e ™™ de = — cm(f)/ e e dy
2m J, 2 = Jo )
= 27 o,,
1 27 m
= m o f(iL’) e "dr = Z cm(f) Oy = Cn(f)
m=—00

YEn analyse, un calcul formel est un calcul que 1'on ne peut pas nécessairement justifier. En
dehors de l’analyse, cette expression est synonyme de calcul symbolique Calcul formel (Wikipédia)

En anglais, il n'y a pas d’ambiguité : formal computation en analyse, vs symbolic calculus.
i ; 1, sii=3j

¥ Le symbole de Kronecker &, avec i, j € I, est défini par 67 := 0’ . Z . J.
, Sli1#]
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Ce calcul permet de dégager la définition (12.4). Ses lignes formelles sont la
premiere et la troisiéme, car il faut pouvoir justifier (12.3) et la permutation de la
somme et de l'intégrale.

Dans ce chapitre, nous allons justifier et donner un sens a la premiere égalité
(12.3). Ce sens ne sera pas, en général, celui de la deuxiéme égalité de (12.3).

La section 12.1 permet de faire le lien entre (12.4) et la décomposition d'un
vecteur dans une base orthonormée. Ce sujet sera revu dans le chapitre 14, dans
le cadre des espaces de Hilbert; nous donnerons ici le cadre minimal permettant
de comprendre (12.4) si f € L*(I)."

La section 12.2 est consacrée a I'égalité (12.3) si f € L*(I). Le résultat principal
est le théoreme de Fatou 12.4 qui affirme que

n=N
f= lim ' c(f)e™ dans L*(1).

M——0
N n=M

Ce résultat est complété par 1'égalité de Parseval (12.14)

/ @ =21 Y lea(H)P

n=—o
et par le théoréme de Riesz-Fischer 12.8.

Un autre résultat significatif qui sera obtenu dans cette section est le lemme de
Riemann-Lebesgue 12.9.

La section 12.3 est dédiée au comportement ponctuelt de la série >, ¢, (f)
e : plus spécifiquement, on s’intéresse a la validité de (12.3) (ou d'une variante
de (12.3)) a z fixé. Pour des fonctions dérivables par morceaux, cette convergence
(énoncée proprement) est le contenu du théoreme de Dirichlet 12.13.

Dans la cas d'un fonction continue par morceaux, la série de Fourier peut
ne pas converger. La bonne notion de convergence est celle de convergence en
moyenne; le résultat de convergence correspondant est le théoréme de Fejér 12.15.

La section 12.4 est dédiée a la convergence uniforme ou normale de la série
de Fourier. Cette section est plus avancée que les autres et peut servir de base
a la préparation a l’agrégation. Notons, dans cette introduction, deux résultats
marquants et simples a énoncer (Corollaire 12.25) :

"Dans la pratique, j'enseigne le chapitre 14 avant ce chapitre, ce qui simplifie les preuves, no-
tamment dans la section 12.2, et permet de faire le lien avec les bases hilbertiennes. Néanmoins,
les preuves de cette section, comme écrites, ne reposent pas sur la connaissance des bases hilber-
tiennes.

*Ponctuel : en tout point z € 1.
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Séries de Fourier 12.1 Un peu d’algébre bilinéaire

a) Si f(0) = f(2n) etil existe « > 0 et C' < o tels que |f(z) — f(y)| < Clz —y|%,
Va,y € [0,2n], alors Y,_ . cx(f)e™™ converge uniformément vers f quand
n — oo.

b) Si f(0) = f(27) etil existe a > 1/2 et C' < w tels que |f(z) — f(y)| < Clz —y|%,
Vz,y € [0,2r], alors > c,(f)e™ converge normalement vers f.

n=-—o0 T

Dans la section 12.5, nous mentionnons sans preuve d’autres résultats célebres
de (non) convergence.
Compétences minimales attendues.

a) Savoir utiliser I'égalité de Parseval, le théoreme de Fatou et le théoreme de
Riesz-Fischer.

b) Savoir utiliser le théoréme de Dirichlet. o

12.1 Un peu d’algeébre bilinéaire

Soit H un espace vectoriel complexe, muni dun produit scalaire complexe
<, >," qui induit la norme |z| :=< z,z >2,Vz € H.

Si (ej)jes = H est une famille orthonormée,} alors pour tout = € H et toute
famille finie L — J nous avons les propriétés suivantes.

2 2

|lz]|* = Z <z, e;> e + :1:—2 <z, e > €
e a , (12.5)
:Z|<xyej> 1> + x—2<x,ej> el
JeL jer
d’ot1 en particulier
2
Z <z,e;> ¢ = Z! <ze > * < 2| (12.6)
jeL jeL
Siz e Vect{e;; je L}, alorsx = Z <x,e;> e
J ) (12.7)
et [z = Y| < x5 > .
jeL

"Nous considérons un produit scalaire linéaire dans le premier argument et antilinéaire dans le
deuxiéme argument. L'exemple typique est C? 3 (21, 22) = z173. Clest le produit scalaire des ma-
thématiciens. Les physiciens considérent des applications antilinéaires dans le premier argument,
linéaires dans le deuxiéme argument. L'exemple typique est C? 5 (21, 22) — Z122.

tDonc < ej,e0 >=0,Vj # et <eje; >=1,7].
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Nous allons appliquer ceci a I'espace L? := L?(]0, 27[), avec le produit scalaire

1 2 1 21
= — g(x)dr = — GdA;. 12.8
<fig>=o- i f(z)g(z)dr = i fgdn (12.8)
12.1 Notation. Sin € Z,
en(z) =", VreR. (12.9)

(Pour étre plus précis, nous travaillons avec [e, | plutét qu’avec e,,. Néanmoins, par souci
de simplicité, dans les formules nous identifions e,, a sa classe.) o

12.2 Définition. Si f € L' := L'(]0, 2n[), le n® coefficient de Fourier de f (n € Z)
est
1 2 1 2w

en(f) = — flzx)e,(z)de = — fz)e ™ du. (12.10)

:27r0 2m Jo

Si f € L%, nous avons ¢,(f) =< f,e, >.

Il est immédiat que ¢, (f) dépend uniquement de la classe de f.

La suite (e, ),z étant orthonormée (exercice 12.3 b)), les relations (12.5), (12.7),
respectivement (12.6) avec J := Z et L := {n € Z; ny < n < n,} donnent l'inégalité
de Bessel

n1 1 2| m 2

D leal D=5 [ | 2] ealf)em)| da

R (12.11)
<55 ) Mf@Fdz = [1fl5a, ¥ £  L2(10,2])

et 'identité

ni 2 ny 2
172 =] D) ealf)e™] + H f=> elf)em| . (12.12)
n=ngo L2 n=ng L2
Exercices

12.3 Exercice.

a) Montrer que (12.8) définit un produit scalaire sur L?.

b) Montrer que la famille (e,,)ncz définie par (12.9) est orthonormée dans L? muni du
produit scalaire (12.8). S
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Séries de Fourier 12.2 Séries de Fourier dans I.2

12.2 Séries de Fourier dans >

12.4 Théoréme (Théoréme de Fatou et égalité de Parseval). Soit f € L? = L?
(]0,2x[). Alors :

a) (Théoreme de Fatou) Nous avons

BV (12.13)
_ 0 - 2
= Jim cn(f)e™ dans L=
N—oo n=M
b) Nous avons 1'égalité de Parseval
(e¢] 1 2
Y lelP =52 [ 1i@P = 11 (12.14)

n=—0a

-N N .
12.5 Remarque. Une somme de la forme z — >~ cn(f) € est un polyndme trigono-
métrique, c’est-a-dire une somme de la forme ), aney, avec un nombre fini de termes. o

12.6 Définition. Si f € L', nous posons

Salf) == D ar(f) ex- (12.15)

En combinant le théoréme 12.4 et le corollaire 10.29, nous obtenons la consé-
quence suivante.

12.7 Corollaire. Si f € .£* = £*(]0, 2n[), alors il existe une sous-suite (n;); de N
telle que

Sp; (f)(x) — f(x) quand j — oo, pour presque tout = €]0, 2. o (12.16)

L'inégalité de Bessel (12.11) implique que, si f € L?, alors la suite (¢, (f))nez des
coefficients de Fourier de f appartient a ¢*(Z). Remarquablement, la réciproque
est vraie. C’est le contenu du théoréme suivant.

12.8 Théoreme (Théoreme de Riesz-Fischer). Soit (a,,).cz une suite telle que

0
2 lan|? < 0.

n=—00

Alors il existe une et une seule classe de fonctions f € L? = L?(]0,27()
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telle que ¢, (f) = a,, Vn € Z.

La preuve du théoreme 12.4 se fait par densité, en commencant par des fonc-
tions de C(]0, 27[). C’est une situation analogue a celle rencontrée dans la sec-
tion 11.3. Voici un autre résultat important dont la preuve est dans cet esprit.

12.9 Lemme (Lemme de Riemann-Lebesgue). Soit f € L' = L'(]0,2x[). Nous
avons ¢,(f) — 0 quand |n| — oo. o

Pour une généralisation de ce lemme, avec une preuve a nouveau par densité,
voir I’exercice # 38 de la feuille d’exercices de synthese et avancés.

Exercices

12.10 Exercice. Soit

P = Zanem' = Zanen

nel nel

avec I c Z fini) un polyndme trigonométrique. Montrer que P € .Z! et que
( poly g q q q

en(P) = Qnp, s%nel. R
0, sin¢l
12.11 Exercice. Que donne 1’égalité de Parseval pour f(z) = x? o
Démonstrations

Démonstration du théoréme12.4. L'ingrédient fondamental dans la preuve est le résultat sui-
vant de densité, qui sera démontré plus tard.

12.12 Théoréme. Soit g € C([0, 27]; C) telle que ¢(0) = g(2n). Soit e > 0.
Il existe un polynéme trigonométrique P tel que |g(z)—P(z)| < ¢,V € [0, 27].
De maniére équivalente, soit Cpe: := {g € C([0,27];C); g(0) = g(27)}, muni
de la norme uniforme. Alors les polynomes trigonométriques sont denses dans
Cpér. <

Démonstration du théoréme 12.4 (en admettant le théoréme 12.12).

a) Soit f € .#? et soit e > 0. Soit g € C*(]0,2n]) telle que | f — g|z2 < & ('existence de g
suit du théoreme 11.12). Soit P un polyndme trigonométrique tel que |g(z)—P(z)| < ¢,
YV € [0,2n] (I'existence de P suit du théoreme 12.12). Notons que ||g — P||;2 < ¢, ce
qui implique | f — P| 2 < 2e.
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Séries de Fourier 12.2 Séries de Fourier dans I.2

ni

n=ng On En- Si M < nget N > ny, nous avons

Soient ng,n; € Z tels que P = )

N

>, en(P)e, =P (12.17)
n=M

(justifier, en utilisant I'exercice 12.10).

Pour de tels M et N, il s’ensuit que

N N
Hf ST ealfen| U= P+ [P— 3 ealf)en
n=M 2 n=M L2

=|f =Pz +

=[f =Pl + cn(P = f)en

n=M
<|f = Plgz + [P = flr2 < 4e.

L2

Au passage, nous avons utilisé : (12.17), la linéarité de l'application f — ¢,(f) (la
justifier) et I'inégalité
ni

Z Cn(g) €n

< lgllzz Vo e L7,

n=ng L2
qui découle de (12.11).
¢ > 0 étant arbitraire, nous obtenons que
N
. _ 2
i > enlf) en = f dans 22, (12.18)
N—oo n=M
b) découle de (12.7) et de (12.18). En effet,
s N N 2
2 _ g 2_ )
2 (NP = lim 3 fer(HF = lim | > en(flen| =[f[72.  cap
k=—o0 N—oo n=M N—oow lIn=M L2
Démonstration du théoréme 12.8. Existence. Soit P, := Y, __ ajei. L'identité (12.7) donne,
pour0 <n<m:
2
[P — Pu|2z = Z ageg| = Z lax|* — 0 quand n,m — 0.

n+1<|k|<m n+1<|k|<m

L2

Il s’ensuit que (P,), est une suite de Cauchy dans -#2. Par complétude de -#? (théo-
réme de Fatou 10.28), il existe f € £ telle que P, — f dans 72 quand n — ®.Sin > |k,
alors c;(P,) = aj, (exercice 12.10), d’ot (justifier)

ek () — arl = lex(f) = cr(Po)| = lex(f = Po)| = | < f = Prser > |
< |f = Pallrz lenlrz = [f = Pall 2 — 0 quand n — oo,
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ce qui implique ¢ (f) = ai pour tout k.

Unicité. Notons que, si cx(f) = cx(g) pour tout k € Z, avec f,g € L?, alors l'égalité de
Parseval appliquée a f — g donne f = g. CQFD
Démonstration dulemme12.9. Soient f € £ et e > 0. Soit g € C(]0,2n]) telle que |f —

gl 1 < e (Uexistence de g suit du théoreme 11.12).

Sin # 0, alors une intégration par parties donne

1 2T 1 2T
() /0 o) e di = /0 J (@) e d,

:%  umn

R 1
d’ott |en(g)| < Tl max lg'| — 0 quand |n| — .

11 existe donc ng tel que |c,(g)| < € si |n| = ng. Pour un tel n, nous avons

len (P < len(9)l + len(f = 9) < len(@)l + [f = gl < 2. CQFD

12.3 Comportement ponctuel des séries de Fourier

Dans cette section, nous travaillons avec des fonctions (au lieu de classes). La
question fondamentale étudiée est le comportement de la suite

n

Sulf)@) = D ar(f)e™, neNzelt

k=—n

Il sera commode de travailler avec des fonctions définies d’abord sur [0, 27,
qui sont prolongées par 27-périodicité a R. Par exemple, si f(z) = z, z € [0, 2n],
alors le prolongement 27-périodique de f est

f(z) =2 —27FE (%) , VreR.?

Toutes les fonctions définies dans cette section sont supposées 2m-périodiques et inté-
grables sur I =0, 2x|.

Le premier résultat fondamental de cette section est le théoreme de Dirichlet.

fL’étude du comportement de Y;'_ cx(f) e'** quand m — —o0 et n — o0 de maniere indépen-
dante est un sujet tres délicat qui dépasse largement le cadre de ce cours. Dans cette section, nous
considérons uniquement le cas ot m = —n.

tE(x) désigne la partie entiére de =.
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12.13 Théoréme.

a) (Critere de Dini) Soit z € R. S’il existe deux nombres f(zy+) et une fonc-
tion G € £'(]0, n1[) telle que

[f(zot) — flzo £ y)[ <y G(y), VO <y <m, (12.19)

alors

f(xot+) + f(wo—)
2

Sn(f)(xg) — quand n — . (12.20)

b) En particulier, (12.20) est vraie si f a des limites latérales f(zo+) en o, et
les limites

lim f(zo £y) — fzoL)
y—0 Yy

existent et sont finies.

¢) (Théoréeme de Dirichlet) En particulier, (12.20) est vraie en tout point z, €
R si f est « dérivable par morceaux ».

Si, dans le théoreme précédent, nous voulons abaisser la condition de régula-
rité sur f de « dérivable » a « continue », alors la bonne notion de convergence est
celle de convergence en moyenne (théoréme de Fejér 12.15), la moyenne étant définie
ci-dessous.

12.14 Définition. Si f € .£*, nous posons

So(f) + Si(f) + -+ Su(f)

1
e  VYneN. (12.21)

Tn(f) =

12.15 Théoreme (Théoréme de Fejér).
a) Soit zg € R. Si f a des limites latérales finies f(zo+) en xg, alors

f(xot) + f(w0—)
2

T.(f)(zo) — quand n — . (12.22)

b) Si f est continue, alors 7,,(f) — f uniformément quand n — co.

*Une fonction f : R — C est dérivable par morceaux si, pour tout o € R, il existe ¢ > 0 et
deux fonctions dérivables, f_ : [vg —&,29] — Cet fy : [zg,20 + €] — C telles que f_ = f sur
[zo — €, 29[, respectivement f_ = f sur |zg, 2o + €]. Dans ce cas, nous avons f(zo+) = f+ (o).

(T, (f))n est la moyenne de Cesiro de (Sy,(f))n-
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De maniere équivalente, soit f € C([0,27]) telle que f(0) = f(27). Alors
T.(f) — f uniformément sur [0, 27| quand n — .

Exercices

L'exercice suivant est fondamental. Il montre que, dans les calculs, on peut rem-
placer ]0, 27| par tout intervalle de longueur 2.

12.16 Exercice. Soit f 2m-périodique et intégrable sur |0, 27[. Montrer que :

a) f estintégrable sur tout intervalle borné.

21 a+2m
b [ fly)dy= / F(y)dy,YaeR. 0
0 a

Les noyaux de Dirichlet interviennent dans la preuve du théoréme de Dirichlet
12.13.

12.17 Définition (Noyau de Dirichlet). Le n¢ noyau de Dirichlet (n € N) est

Dyp(z):= ) e** VzeR. o (12.23)

k=—n

12.18 Exercice. Soit f 2m-périodique et intégrable sur |0, 27[. Montrer que :

27
Su()@) =g [ T —y) Duly) dy
v (12.24)
/ flx— (y)dy, Yz e R,
Smsﬁzgq , siy¢ 2z
2n + 1, siye22nZ (12.25)

sin(ny) cotan (y/2) + cos(ny), siy¢2nZ
2n + 1, siye2nZ’

/ D, (y)dy = D, (y)dy = . o (12.26)

Les noyaux de Fejér interviennent dans la preuve du théoreme de Fejér 12.15.
12.19 Définition (Noyau de Fejér). Le n® noyau de Fejér (n € N) est

Do+---+D,
JoR e S e SRV N3 o (12.27)
n+1
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12.20 Exercice. Soit f 2m-périodique et intégrable sur |0, 27[. Montrer les propriétés sui-
vantes.

2w
1)@ =3 | fa =) Fuw)dy
| , (12.28)
=5 fx— y) Fu(y)dy, Vo e R,
sin?[(n + 1)y/2] )
(n + 1) sin?(y/2)’ sly ¢ 2n 2 , (12.29)
n+ 1, siye2nZ
(y) dy (12.30)
/ F,(y)dy = / F,(y)dy = . (12.31)
0 -7

Par ailleurs, montrer que
a) F,(y) >0,Yn,VyeR.
b) Pour tout 0 < 6 < 7, F;, — 0 uniformément sur [—m, —J] U [d, 7] quand n — co.
¢) Pourtout0 < <,

/ F,(y)dy — 0 quand n — c0. o (12.32)
[—m,—6]u[d,7]

Démonstrations

Démonstration du théoréme 12.13. Etape 1. Preuve de (12.20) sous I"hypotheése (12.19). Posons

[f (2o —y) — f(xo—)] cos(y/2)
sin(y/2) ’

si0<y<m

(y) == )=
I WP wﬁiggﬂcwwﬂy S_m<y<0
et
h@y:{ﬂm—w—f@r% si0<y<m
f@o—y) = flzo+), si —m<y<0
Notons que

y
lg(y)| < WG(IyIL VO <yl <m,

avec G comme dans (12.19). La fonction

Y

- mrl 03y
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se prolongeant par continuité en 0 et +7, il existe une constante C' < o telle que
lg(w)| < CG(|y]), VO < [y| <. (12.33)

Par ailleurs, g est mesurable (justifier). De (12.19) et (12.33), g est intégrable sur | — 7, 7|
(détailler).

De maniere analogue, |h(y)| < |y|G(|ly|) < 7G(]y|), d’olt h est intégrable sur | — 7, 7[.

En utilisant 1’exercice 12.18, nous obtenons, avec a = [f(xo+) + f(zo—)]/2 (détailler)

T 0
Suf(@o) —a=— [ flao—y) Dulw)dy— — [ f(xo+) Duly) dy

2T 2 J_.

-5 || fa) Dawdy

:% i(f(xo —y) — f(z0+)) Duly) dy

+3m [[ (Fa=9) = Faom) Dalo) d
L sin(ny) g(v) dy + - cos(ny) h(y) dy
[Tt - ey = [T h e e ay
:%[C,n(g) —enlg)] + %[cfn(h) +¢n(h)] = 0 quand n — oo,

la conclusion finale étant une conséquence du lemme de Riemann-Lebesgue.

Etape 2. Preuve des items b) et c). 1l suffit de montrer que les hypothéses des items b) et c)
impliquent 'existence d"une fonction intégrable G ayant la propriété (12.19). Posons

Gly) = fwo + y)y_ f(@ot+) ‘ T 'f(ﬂﬂo - y)y_ f(xo—)

Alors G est mesurable et satisfait, par construction, (12.19).

, VO0<y<m.

Si f est comme dans l'item b), alors G a une limite finie en 0, et donc G est bornée (et
donc intégrable) dans un voisinage |0, ¢[ de 0. Par ailleurs, si y > ¢, nous avons

G(y) < e (If(zo + )| + | F (o) + [f (wo — y)| + [ F(wo—)]) == H(y),
et cette majorante est intégrable (justifier), d’ou G est intégrable.

Enfin, Iitem c) est un cas particulier de l'item b). CQFD

Démonstration du théoréme 12.15. Etape 1. Preuve de I'item a). Soit € > 0. Soit 0 < § < 7 tel que
0<y<d = |f(zoty) — flwod)| <e. (12.34)
Posons

my, 1= max{F,(y); § < |y| <=},
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de sorte que

lim m, =0 (12.35)

n—0

(exercice 12.20).

En utilisant I’exercice 12.20 et (12.34), nous obtenons, avec a := [ f(zo+) + f(z0—)]/2:

3t o) = al =g | [ 10 =) Faw)y = 7 fau) = o)
0
<o- [ =9 = Fao) Faly) dy

N % /0 1f @ =) — Fzom)| Fuly) dy
e 1

S% _éFn(y)dy
i / (1f (o) + 1f (o) + | F(xo — 9)| + | F(zo + 9)]) dy
2’/T [577r]

<o [ Rl dy+ (o) + f@oo)) + 52 [ 1)l do

Mmp
=¢ + - (If(zoH)| + |f (o) + 2|f] 1) — € quand n — co.
Il s’ensuit qu'il existe ng tel que |T5, f(z0) — a| < 2¢, Yn > ny.

Etape 2. Preuve de I'item b). Rappelons qu’une fonction continue et périodique sur R est
bornée et uniformément continue. Il s’ensuit qu'il existe un ¢ indépendant de xz, tel que
(12.34) soit satisfaite, et pour ce § nous avons, en reprenant les calculs précédents,

[T (20) = al <&+ (1 f (wo)| + |£(@o=)] + 21l 0)
<e+ 2 fllpe + 20l 2) — & quand n — .

Nous en déduisons l'existence d"un ng indépendant de x tel que |T,, f(xo) — a|] < 2¢,¥Vn >
ng, d’ott la conclusion de I'item b). CQFD

Démonstration du théoréeme12.12. Au vu du théoréme de Fejér (item b)), il suffit de prendre
P :=T,(g) avec n suffisamment grand. CQFD

12.4 Comportement global des séries de Fourier

La question fondamentale étudiée dans cette section est celle de la conver-
gence uniforme ou normale de la suite (S, (f))." Notons que la convergence nor-
male dg la sé;;ie de fonctions >, c,(f)e™ revient a la convergence de la série
numérique Y |ca(f)].

TPour la convergence de la suite (7},(f)), le théoreme de Fejér 12.15 fournit une réponse conve-
nable.
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Dans ce qui suit, les fonctions f sont continues® et 2w-périodiques.Elles sont donc
en particulier uniformément continues sur R.*

La philosophie générale est que plus f est lisse, plus la convergence de sa série
de Fourier est forte. Notons, par exemple que, si f € C?, alors

0

f= > alf)em, (12.36)

n=-—0

la série de (12.36) étant normalement convergente (exercice 12.26). Une quantité
qui mesure la continuité de f est le module de continuité.

12.21 Définition. Le module de continuité de f est § — w(¢), ou

w(8) :==sup{|f(z) — fW)]; 2,y e R, |z —y| <8}, VO<d <2m.5 o (12.37)

L'interprétation intuitive de la taille de w est que plus w(d) tend vers 0 rapide-
ment quand § — 0, plus la fonction f est lisse. (Voir néanmoins ’exercice 12.28.)

On peut montrer que, dans (12.37), le sup est un max (exercice 12.27).

Il sera instructif d'illustrer la calcul de w(9) et les résultats généraux qui suivent
sur les fonctions holderiennes, qui sont une généralisation des fonctions lipschit-
ziennes.

12.22 Définition. Soit 0 < o < 1. Une fonction f : [0,27] — C est a-hdlderienne si
| floa < 00, ol

| floe = sup{|f(96)f£y)| ;x,y € (0,27], x # y} .
[~y
Une fonction est holderienne si elle est a-holderienne pour un a. o

Si f est a-holderienne sur [0, 27] et, de plus, f(0) = f(2x), alors le prolonge-
ment par périodicité de f est continu et nous avons (exercice 12.29)

w(d) < 2|flga 0%, 0 <9 < 2. (12.38)
12.23 Théoreme. (Critere de Dini-Lipschitz) Si

(lsirrcl)w(é) |Ind| =0, (12.39)

alors S,,(f) — f uniformément quand n — . o

fOn ne peut espérer de la convergence uniforme de (S,,(f)) en 'absence de la continuité de
f, car une limite uniforme de fonctions continues est encore continue.

Voir I’étape 2 de la preuve du théoréme 12.15.

SLa définition la plus courante du module de continuité est légerement différente, mais pour
énoncer les résultats de cette section la définition via la formule (12.37) convient.

231



Séries de Fourier 12.4 Comportement global des séries de Fourier

12.24 Théoréme. Si

Lo
/ 5?()/2) dd < oo, (12.40)
0
alors la série Z;O:—oo ¢ (f) e™ converge normalement vers f. o

En combinant les théorémes 12.23 et 12.24 avec 1'inégalité (12.38), nous obte-
nons le résultat important suivant.

12.25 Corollaire. Soit f : [0, 27] — C une fonction telle que f(0) = f(27).

a) Si f est a-holderienne pour un a > 0, alors >, cx(f) e converge uni-
formément vers f quand n — .

b) (Théoreme de Bernstein) Si f est a-holderienne pour un o > 1/2 (donc, en
particulier, si f est de classe C?, ou si f est lipschitzienne), alors la série

Y calf)e™ converge normalement et sa somme est f.

Exercices

12.26 Exercice. Soit f € C*(R) une fonction 27-périodique. Montrer que

F] e '
|C7l(f)|S |n|k I VTLEZ .

En particulier, si f € C2, montrer que sa série de Fourier z — Y°___ ¢, (f) ™ converge
n=—ao

normalement, et que la somme de la série est f. o

12.27 Exercice. Soit f : R — C continue et 27-périodique. Soit w son module de conti-
nuité,

w(0) :=sup{|f(z) — fW)|; x,y e R, |z —y| < 5}, VO < I < 27. (12.41)

1. Montrer que, dans (12.41), le sup est un max.
2. Montrer que w est continue et croissante. o

12.28 Exercice. Soit f : [0,2m] — C une fonction telle que w(d) = o(d) quand § — 0.
Montrer que f est constante (et réciproquement). o

12.29 Exercice. Soit f : [0,27] — C une fonction a-holderienne telle que f(0) = f(2m).
Nous notons encore f son prolongement par 2m-périodicité.

1. Montrer que
w(d) < 2|flcad®, V0 < 6§ < 2. (12.42)
2. Améliorer (12.42) a

w(8) < 27| f|cad®, Y0 < § < 2. o
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12.30 Exercice. Montrer que S,,(T5,(f)) = Tn(f). o
12.31 Exercice. Montrer que
150 ()l e < I Dnllpillfll 0, ¥ f : R — C mesurable, bornée, 2r-périodique.o (12.43)

12.32 Exercice.

1. Montrer que

1Dn(y)| < \%I min ((n + 1/2)|y|,1), ¥n > 0, V0 < |y| < 7. (12.44)

On pourra utiliser les inégalités suivantes :
|sint| < min (|¢,1),Vt e R,

2
sint > —t, Vte [0,7/2].
™
2. En déduire que

[Dpll;r <1+ Inm+1In(n+1/2), Yn > 0. o (12.45)

12.33 Exercice. Montrer que

2

12.34 Exercice. Si f estlocalement intégrable et 27-périodique, montrer que ¢, (f(-+h)) =
e, (f),VheR,¥nel. o
Démonstrations

Démonstration du théoréme 12.23. Etape 1. Stratégie générale de la preuve. La fonction f étant
continue, nous avons T,,(f) — f uniformément (théoréme 12.15 item b)). Il suffit donc
de montrer que S, (f) — T,,(f) — 0 uniformément. En notant que T;,(f) = S,(Tn(f))
(exercice 12.30), nous devons montrer que

Sy (f —Tn(f)) — 0 uniformément quand n — . (12.47)
La preuve de (12.47) repose sur les exercices 12.31 et 12.32, qui donnent
15n(f = Ta(fDlge < L+ Inm +In(n + 1/2))If = Tu(F)l - (12.48)

Pour compléter la preuve du théoréme, nous allons obtenir les résultats suivants :

m ™ [T w(y)

F=Tu(llre < zw@/(n+1)) + / —=dy. (12.49
I = TPl = GeC/r D)+ g )
Sous I'hypothese (12.39), nous avons %iH(l) 0|lnd| / wy(é/) dy = 0, (12.50)

- é
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résultats qui, combinés avec (12.48), permettent de conclure (vérifier).

Etape 2. Preuve de (12.49). En reprenant le début de la preuve du théoréme 12.15, et en
utilisant les propriétés de F;, (exercices 12.20 et 12.27), la définition de w, et la monotonie
de w (exercice 12.27), nous obtenons successivement, pour tout z € R :

1
2

100 - 1) =55 [ Ule =) = S@1 Fato) dy\

s

g% 7ww(|y|)Fn( y) dy = i/ﬂw(wF (y) dy

2/(n+1)
S7r(n +1) / y) dy + /

4 0 n+1 2/(n+1) y
2 i

T o(2/(n+1)) + HLH/ % dy.

2/(n+1) Yy

(12.51)

On obtient (12.49) en prenant, dans (12.51), le sup sur «.

Etape 3. Preuve de (12.50). La régle de ’'Hospital « ? /o0 », qui s’applique car w est continue
(exercice 12.27), donne, grace a I'hypothese (12.39),

/” w(g) p _w(;s)
hm5|ln(5|/ hr%%:%ir% T 0 T
Y 52 s T 52 (Ino) cQED
IR LY
60 4 b
Inéd

Démonstration du théoréme 12.24. Rappelons que notre principal but est de montrer la conver-
gence de la série >7__ |en(f)]-

Etape 1. Utilisation de I'égalité de Parseval et du module de continuité. Pour 0 < h < 2, soit
fn(z) :== f(x + h), V2 € R. Nous avons

cn(fn) = €™ en(f) (12.52)
(exercice 12.34) et, clairement,
Ifn = flliz < o= fllpe < w(h). (12.53)

De (12.52), (12.53) et I’égalité de Parseval (12.14), nous obtenons

o0
DTl = 1P len(f))* < w?(h), VO < h < 2. (12.54)

n=—ao

Etape 2. Controle de S’ |c,,(f)| si |n| est de I'ordre de 1/h. Prenons h := 1/2¢, avec £ € N, et les
n € 7 vérifiant 2¢ < |n| < 2+1. Pour de tels n et h, nous avons 1 < |nh| < 2, et donc

|eznh _ 1|2 > C, (1255)
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ou
C:=min{le® —1*; 1< |t| <2} >0
(justifier le fait que C' > 0).
De (12.54), (12.55), et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons

2
( > cn(f)I)S > e = 1Plen(f)?

20 <|n|<20+1 2¢<|n|<2t+1 . (12.56)
1 2
% Z P < w?(1/2%), VleN.

1n/2¢
20 <|n|<26+1 |6 /

Etape 3. Comparaison série-intégrale. La monotonie de w (exercice 12.27) et la sommation
par paquets (proposition 6.40) donnent

1/2¢ 1/2£+1

/ 53/2 d(S Z/QlJrl 53/2 d(S Z/2£+1 (53/2 d6

. Z 1/2¢ 1/2“_1 ds — 273/2 Z 26/2(,«)(1/2[)
1/26 (1/9€\3/2 B ’

(=07 1/2°+! >1

(12.57)

Etape 4. Convergence normale de la série de Fourier. En utilisant la sommation par paquets,
(12.56), (12.57), et I'hypothese (12.40), nous obtenons

0 1/2
Ol =P+ D) D) lenl)l < leol )] + 2 D212

n=—0 =0 25<\n|<21+1 =0

<Jeo(f )|+7 C/ A0 a5 <

Etape 5. Identification de la limite. Notons S(f) = > cn(f)e™, qui est continue,
comme somme d’une série normalement convergente de fonctions continues. Du corol-
laire 12.7, il existe une suite n; " oo telle que
n

lim Z cr(f) ef® = f(x) pour presque tout x € R. (12.58)

=0 k=—n;
Nous avons donc S(f) = f presque partout d’oti, par continuité de S(f) et f, S(f) = f
partout (justifier). CQFD

12.5 Pour aller plus loin

Les résultats des sections précédentes, notamment la comparaison entre le
théoreme de Fejér 12.15 et le théoréeme de Dirichlet 12.13, montrent que la « bonne »
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notion de convergence des séries de Fourier est la convergence en moyenne : il est
plus approprié d’approcher f par T,,(f) plutét que par S,(f). Ce phénomene est éga-
lement illustré par le phénomene de Gibbs, instabilité numérique associée a S,,(f)
(mais pas a 7,,(f)) étudiée en analyse numérique. (Voir, dans Hewitt et Hewitt
[13], la présentation historique des phénomeénes de ce type.)

Néanmoins, I’étude du comportement de la suite (5,,(f)), a été I'un des mo-
teurs importants du développement de 1’analyse entre 1850 et 1970. Signalons,
sans preuve, quelques résultats marquants. Commengons par des résultats posi-
tifs.

12.35 Théoréme (Critere de Jordan). Si f : [0,27[— R est monotone (et éten-
due par 27-périodicité a R), alors, pour tout z, € R, nous avons S, (f)(zo) —

f(zo+) + f(z0—)

5 quand n — ©, Vz, € R. o
12.36 Théoreme (Théoreme de M. Riesz). Soient 1 < p < wet f e X? = LP
(]0,27[). Nous avons S,,(f) — f dans .Z” quand n — . o

12.37 Théoréme (Théoréme de Lebesgue). Si f € £ = £*(]0, 2x]), alors T,,(f) —
fp.p.sur[0,27] quand n — 0. o

Voici deux célébres résultats négatifs.
12.38 Théoreme (Théoréeme de du Bois-Reymond). Il existe une fonction continue

et 2r-périodique f telle que S, (f)(0) 4 f(0) quand n — oo." o

12.39 Théoréme (Théoreme de Kolmogorov). Il existe une fonction f € £ = £!
(10, 27[) telle que la suite (S, (f)(xo)) diverge, ¥z, € [0, 27]. o

Au vu du théoreme 12.39, il est étonnant de savoir que, dans de nombreux
calculs concrets, on peut remplacer f € £* par lim,,_,o, S,(f). Des exemples édi-
fiants seront donnés dans 1'exercice # 58 de la feuille d’exercices de synthese et
avances.

Enfin, une amélioration remarquable du corollaire 12.7.

12.40 Théoréeme (Théoreme de Carleson-Hunt). Soient 1 < p < w et f €
£P = £P(]0,2x(). Nous avons S, (f) — f p. p- sur [0,27] quand n — co.¥

Pour une description historique de ces problémes, une bonne référence est
Edwards [6, Chapitre 10], qui contient aussi des (ébauches de) démonstrations de

fCette propriété négative est vraie pour «la plupart » des fonctions continues, mais donner
un sens précis a « la plupart » nécessite un formalisme qui ne sera pas développé ici.

¥Le cas p = 2 est di a Carleson, qui conjectura que le cas général 1 < p < o devait se faire de
maniére analogue. Une preuve pour 1 < p < o fut trouvée ultérieurement par Hunt.
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ces résultats, sauf du dernier. La preuve du dernier théoreme est longue et diffi-
cile, méme si elle a été beaucoup simplifiée entre 1973 et 2000; voir Grafakos [9,
Chapitre 11]. Une version moins puissante, mais plus facile a8 montrer du théo-
réme de Carleson est le résultat suivant, dtt a Kolmogorov (voir Natanson [18,
Section X.3, Theorem 4]).

12.41 Théoréme (Théoreme de Kolmogorov). Si f € £? = £*(]0,2x[), nous

avons Son(f) — f p. p. sur |0, 27]. Méme conclusion si la suite (2") est remplacée
Tn+1
> 1.

Tn

par une suite (z,,) lacunaire d’entiers, c’est-a-dire telle que lim inf o
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Chapitre 14

Introduction aux espaces de Hilbert

14.0 Apercu

Dans ce mini-chapitre, marginal par rapport au sujet principal du cours, nous
présentons quelques propriétés basiques des espaces de Hilbert, c’est-a-dire des es-
paces de Banach H dont la norme | | est induite par un produit scalaire < , >.
Pour simplifier la lecture, nous considérons systématiquement un espace de Hil-
bert réel; le passage aux espaces complexes n’apporte pas de difficulté supplé-
mentaire.

En dimension finie, les objets fondamentaux qui permettent de mener des
calculs explicites (projection orthogonale sur un sous-espace, calcul de 1’adjoint,
diagonalisation des opérateurs auto-adjoints, ...) sont les bases orthonormées. Le
passage aux espaces de dimension (algébrique) infinie pose de nombreux pro-
blemes : par exemple, un opérateur auto-adjoint n’est plus nécessairement dia-
gonalisable. Nous établissons ici trois résultats fondamentaux qui ne nous dé-
paysent pas trop et sont des pendants «infinis » de résultats rencontrés en di-
mension finie :

1. L'existence de la projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel fermé de

H (ou, plus généralement, sur une partie convexe fermée non-vide de H);

2. L'existence d"une base hilbertienne (I’analogue d"une base orthonormée en

dimension infinie) dans les espaces séparables;

3. La caractérisation des formes linéaires et continues sur H (théoreme de Riesz
14.19).

Compétences minimales attendues.
a) Savoir utiliser I'inégalité de Bessel et 1’égalité de Parseval.
b) Savoir étudier et manipuler des séries orthogonales.

¢) Savoir utiliser les propriétés de 1’orthogonal.
d) Savoir utiliser le théoréme de Riesz 14.19. o
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14.1 Projection sur un convexe fermé

14.1 Proposition. Soit C' une partie convexe, fermée et non-vide de H. Pour
tout x € H, il existe un et un seul y € C' tel que

|z —yll < |z — 2|, VzeC. (14.1)

14.2 Définition. Le point y ci-dessus est la projection orthogonale de x sur C, et
on note y = pc(x).

La résultat suivant donne une caractérisation utile de la projection orthogo-
nale.

14.3 Proposition. Avec z, C' comme ci-dessus, nous avons

y=pc(x) < [yeCet <x—y,z—y><0,VzeC]. (14.2)

Dans le cas particulier d"un sous-espace vectoriel fermé F' de H, nous
avons

y=pr(r) & [ye Fet <z —y,w>=0,YweF]|. (14.3)

14.4 Définition. Soit F' une partie non-vide de H. L'orthogonal de F est

Fl={yeH;<z,y>=0,YzeF} (14.4)

On vérifie aisément que F'* est un sous-espace vectoriel fermé de H (exercice 14.9

a)).
14.5 Théoréme. Soit F' un sous-espace fermé de H. Alors F @ F+ = H.

14.6 Corollaire. a) Si F est un sous-espace fermé de H, (F1)" = F.

b) Si A est une partie non-vide de H, (Al)L = Vect (A). o
14.7 Corollaire. Soit F' un sous-espace fermé non-nul de H. Alors pp est un pro-
jecteur linéaire continu de norme 1. o
Exercices

Cet exercice prépare la preuve de la proposition 14.3.

256



Petru Mironescu Mesure, intégration, éléments d’analyse fonctionnelle

14.8 Exercice. Soit f : [0,1] — R une fonction convexe dérivable. Montrer I'équivalence
des propriétés suivantes :

1. 0 est un point de minimum de f.
2. f/(0) = 0. o

Cet exercice prépare la preuve du corollaire 14.6.

14.9 Exercice. Soit F' une partie non-vide de H. Montrer que :
a) F estun sous-espace vectoriel fermé de H.
— 1
b) Vect(F) = F*. o

Démonstrations

Démonstration de la proposition 14.1. Etape 1. Existence de la projection. Soit
d:=d(z,C) =inf{|z —z|; z € C}.

Soit (z;) < C telle que ||z — z;j|| — d. L'identité du parallélogramme donne (vérifier)
2 1 2 1 2 2\
G2 = 21)/21" = Sllz = 2" + 5l =zl = llz = (25 + 20) /2], V3, k. (14.5)

C étant convexe, nous avons (z; + z;)/2 € C, V j, k, d’ol1, en utilisant (14.5) et la définition
ded,

1 1 .
I(25 = 20)/20 < Gl = 5l + Sz = 24) = d — 0 quand 5,k — co. (14.6)

De (14.6), nous avons lim; ;o (z; — 2z;) = 0, et donc (z;) est une suite de Cauchy de
C. H étant complet et C fermé, (z;) converge vers un y € C. Par ailleurs,

le =yl =lim o — 2| = d < o — 2], V2 € C,

et donc y a la propriété de 1'énoncé.

Etape 2. Unicité de la projection. En admettant provisoirement la proposition 14.3, si y1, y2
sont comme dans I’énoncé, nous avons

<T—YL,Y2—nN >£Oa
<z —y2,y1 — Y2 >=<0.

En additionnant les deux inégalités, nous obtenons ||y2 — y1 H2 <0,d’ouy; = ys.

Etape 2. Unicité de la projection : preuve alternative. Dans 1'étape 1, nous avons montré que,
si (zj) < C est une suite telle que ||z — z;j|| — d, alors (z;) converge. Soient y;, y» comme
dans I'énoncé. La suite y1,y2, Y1, y2, . - . est alors convergente (pourquoi?), d’ott y1 = yo
(pourquoi?). CQFD
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Démonstration de la proposition 14.3. « = » Soit z € C. Pourt € [0, 1], nous avons (1 —t)y+tz €
C (par convexité de C') et donc (par définition de la projection)

f@t) =z — (1 -ty —tz> > |z — ylI* = £(0), Yt e[0,1]. (14.7)

[ étant convexe et dérivable (justifier), (14.7) équivaut a f’(0) > 0 (voir I’exercice 14.8).
Or, f(0) =2 <z —y,y — z >, d ot la conclusion.

«<=» Avec les notations ci-dessus, nous avons f’(0) > 0, et donc (en utilisant a nouveau
I'exercice 14.8) f(1) > f(0), ce quirevienta |z — z| > |z — y|, Vz € C.

Le cas particulier d'un sous-espace. « = » Soit w € F. En prenant, dans (14.2), z := y + w €
F, respectivement z := y — w € F, nous obtenons < z — y,w >< 0, respectivement
<zr—y,—w><0,dou<z—y,w>=0.

«<=»Soitze F.Alors<x —y,z—y >=0,carz —y € F. CQFD

Démonstration du théoréme 14.5. F'* est un sous-espace vectoriel de H (exercice 14.9 a)). Par
ailleurs, siz € F n F*, alors < z,z >= 0, et donc « = 0. Enfin, soient z € H ety := pr(x).
La proposition 14.3 donne x — y € Fletdoncx =y+ (x—y)e F+ FL. CQFD

Démonstration du corollaire 14.6. a) F*- est un sous-espace fermé de H (exercice 14.9 a)), d’ot,

en appliquant deux fois le théoreme 14.5, F ® F- = H et F* @ (F1)" = H. Par ailleurs,
nous avons clairement F' (FL)l, d’ou I'égalité F' = (Fl)l.Jr

b) L'exercice 14.9 b) donne A+ = Vect (A)l. Comme l'adhérence d"un sous-espace est
encore un sous-espace (justifier), la partie a) du corollaire donne

(Ai)l = (Vect (A)l)L = Vect (4). CQFD

Démonstration du corollaire14.7. Soient z1,29 € H, A € R.Si z := z1 + Aaxg ety := pp(z1) +
Apr(z2), alors x et y satisfont (14.3), et donc y = pp(z). Il s’ensuit que pr est linéaire.*

Pour tout ensemble convexe, fermé et non-vide C, nous avons po(x) = =, Vx € C,
d’ott pc o pc = pc. Dans le cas particulier d'un sous-espace fermé F', nous obtenons que
pr est un projecteur (linéaire).

La décomposition orthogonale z = pp(x) + (z — pr(x)) et le théoreme de Pythagore
donnent
2 2 2 2
lpr ()" = ll]” = llz = pr(@)[|” < {l=[7,
et donc pg est continu, de norme < 1.
F étant non-nul, il existe = € F\\{0}. Pour cet x, nous avons
lpr ()| = llzll < el

d’ot

pr| = 1, et finalement ||pp|| = 1. CQFD

*Nous utilisons ici le fait suivant, de nature purement algébrique : si E, F, G, H sont des
espaces vectoriels telsque £ = F®G = F@ H,etsi H c G, alors H = G.

#C’est une n® occurrence du principe que 1'unicité implique la linéarité (ou autres propriétés
algébriques, selon le contexte).
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14.2 Bases hilbertiennes

Dans un espace de Hilbert de dimension algébrique infinie, la notion « natu-
relle » de base orthonormée serait la suivante :

a) (ej)jes (avec J famille infinie) est une base algébrique de H, c’est-a-dire
tout x € H s’écrit de maniere unique sous la forme z = }};_; \je;, avec
un nombre fini de scalaires \; non-nuls (pour donner un sens a la somme).

b) La famille (e;);c; est orthonormée, c’est-a-dire, pour j, k € J, < ej, e, >= 0
sij # k, respectivement < ¢;,¢e; >= 1.

Il se trouve qu’aucun espace de Hilbert de dimension infinie ne possede une base
orthonormée au sens de la définition naive ci-dessus (voir I'exercice 14.17). La
bonne définition d'une base garde 1’exigence b), mais remplace, dans la repré-
sentation a), la somme finie par une somme infinie. Afin de simplifier la com-
préhension, nous considérons le cas « le moins infini possible », celui des espaces
séparables, mais il faut garder a I'esprit que cette restriction n’est pas fondamen-
tale pour l'existence d"une base hilbertienne (en général, non-dénombrable).

14.10 Théoréme. On suppose H séparable et de dimension infinie. Alors il existe
une famille orthonormée (e,,),~1 < H telle que

x=2<x,en>en,Ver. (14.8)

n>1

Ce résultat reste valable en supposant uniquement H pré-hilbertien, sépa-
rable et de dimension infinie.

14.11 Définition. Une suite (e, ),~; comme dans le théoréeme 14.2 est une base
hilbertienne de H.

14.12 Corollaire. Si (¢,),>1 est une base hilbertienne de H, nous avons

> =) <z, e, >, Ve H (égalité de Parseval). (14.9)
g

n>1

En lien avec le corollaire 14.12, voir les exercices 14.14 et 14.15.

Le résultat suivant donne une définition alternative d’une base hilbertienne.
14.13 Proposition. Une suite (e,),~1 < H est une base hilbertienne de H si et
seulement si :

(i) La suite est orthonormée.
(ii) L’espace vectoriel engendré par la suite est dense dans H.
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De maniere équivalente, (e,,),>1 < H est une base hilbertienne de H si et
seulement si nous avons (i) et

(ii") Si < z,e, >=0,Vn,alors x = 0. o

Exercices

14.14 Exercice. Soit (ej);>1 < H une famille orthonormée. Soit (a;);>1 < R. Montrer
I’équivalence

o 2
Z ajej converge e Z aj < 00.
j=1 j=>1

2
z.: . _ 2
En cas de convergence de la série, montrer que HZ j>105€; H =,

=195 o
14.15 Exercice. (Voir la section 12.1) Soit (e;)1<j<n < H (avec N = 2,3,...,0) une suite
orthonormée d’une espace pré-hilbertien /7. Montrer que
Z < x,ej >2< |z|?, Yo € H (inégalité de Bessel)
1<j<N
et que, si NV est fini, cette inégalité devient
2
Z <T,e;> € < |z|?, Yz e H. o

1<j<N

14.16 Exercice. Avec les notations du chapitre 12, montrer que (z — €""*),cz est une base
hilbertienne de L?(]0, 27[). o

14.17 Exercice. Soit H un espace préhilbertien ayant une base algébrique orthonormée
infinie %. Montrer que H n’est pas complet.

Indication : soit (e,),>1 © % une suite orthonormée. Soit z,, := Z?:1(1 / j2)ej, Vn > 1.
Montrer que la suite (z,,),>1 est de Cauchy, mais ne converge pas. o

Cet exercice éclaire 1’énoncé de la proposition 14.13.

14.18 Exercice. Soit F' un sous-espace vectoriel de /. Montrer 1’équivalence des proprié-
tés suivantes :

1. F estdense dans H.

2. F+ ={0}. o
Démonstrations
Démonstration du théoréeme 14.10. Soit A = {a1, ag, ..., ag, ...} une partie dénombrable et dense

de H. Soit Ej := Vect ({a1,...,ar}), Vk > 1. Nous avons F; ¢ Ey < ... etdim F 1 —
dimE, < 1,Yk > 1.
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Etape 1. La suite (Ey)i>1 n'est pas stationnaire. En effet, sinon il existe k tel que E, = Ej,
V¢ > k, et dans ce cas tous les points de A appartiennent a Ej. Il ensuit que (justifier)
H = A c Ey, = Ey, impossible, car H est de dimension infinie.

Etape 2. Construction par récurrence des vecteurs e,, n > 1. Si E}, est le premier espace
non-nul, alors dim E}, = 1 et nous choisissons un vecteur normé e; € Ej. En suppo-
sant construits ey,...,e, qui forment une base orthonormée de E;, nous considérons
le premier j > / tel que E; # E; (un tel j existe, cf la premiere étape). Nous avons
dim F; —dim E; = 1. Nous pouvons donc compléter {e, ..., e,} a une base orthonormée
{e1,...,en,ens1} de Ej. Notons que, grace a I’étape 1 et par construction, (ey,),>1 est une
suite (infinie) orthonormée.

Etape 3. Preuve de (14.8). Soient x € H et ¢ > 0. Soit a € A tel que

[z — akll <e/2. (14.10)
Sin > k, nous avons a, € Vect ({e1,. .., e,}) (justifier), et donc
ap = Z <ag,e; >ej, Vn=>k. (14.11)
1<j<n

En combinant (14.11) avec l'inégalité de Bessel (exercice 14.15) et (14.10), nous obtenons,
pour toutn > k,

Z <z,e>e—zx| < Z <z,e; > e —ag| + ||z — a
1<j<n 1<j<n
= Z < T —ag,e; > ej| + ||z — ag
1<j<n
<¢/2+¢e/2=¢,
d’ou (14.8). CQFD

Preuve du corollaire14.12. La continuité de la norme, (14.8) et le théoreme de Pythagore donnent
2

: 2 2
thILn Z <a:,ej>:Z<a:,en> . CQFD
1<j<n n>1

Z <x,€5 > ¢€;
1<j<n

]| = lim
n

Preuve de la proposition 14.13. Soit (e, )n>1 < H une suite orthonormée. Soit
G := Vect ({en; n > 1}).

«(14.8)=(ii)» Siz € H, alors y, := >}, _,;, < ,¢; > ¢; € G,Vn > 1, ety, — z,d’ou
z € G, ce qui implique G = H.

« (ii)=>(ii") » L'exercice 14.9 b), (ii) et le théoréeme 14.5 donnent

[<z,en>=0,Yn>1] «— ze{e,;n=>1}" — reG — xe H = {0}

— x=0.
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« (ii")=(14.8) » L'inégalité de Bessel (exercice 14.15) et 'exercice 14.14 impliquent 'exis-
tence de

y:=2<x,en>en=lilgn Z <z,e5>ej. (14.12)

n>1 1<j<k

=Yk

Si k > n, nous avons < vy, e, >=< 1,¢€, >,d ol
b b

<x—y, e, >= lilgn<:v—yk,en >= li;nOzO, Vn>1. (14.13)

De (14.13) et (ii"), nous trouvons que z = y. Nous concluons grace a (14.12). CQFD

14.3 Théoreme de représentation de Riesz

14.19 Théoréeme. (Théoréme de Riesz) Soit ¢ : H — R une application linéaire
et continue. Alors il existe a € H tel que

o(r) =<z,a>, Vre H. (14.14)

Et réciproquement.

De plus, nous avons

lel = llall. (14.15)

Exercices

14.20 Exercice. Montrer que

|| = max{< z,y >;y e H,|y| <1}, Yz e H. o

Démonstrations

Démonstration du théoréme 14.19. Etape 1. Existence de a et preuve de (14.15). Si p = 0, a = 0
convient. Si ¢ # 0, soit F' := Keryp = ¢ 1({0}), qui est un sous-espace fermé de H
(justifier). Soit b € H tel que ¢(b) = 1 (justifier 'existence d'un tel b). Soient ¢ := pr(b)
etd :=b—c # 0. Notons que ¢(d) = ¢(b) = 1 et p(x — p(z)d) = 0,V € H (et donc
zr—@(x)de F,Yx e H).Sixz € H,nous avons (grace a (14.3))

< — _ 2
<z, d>=<z—p@)d, d >+ <ep(x)d,d>=p()|d|",
eF =b—pr(b)

etdonc a := d/||d||* convient.
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L’égalité (14.15) suit de 1'exercice 14.20.

Etape 2. Assertion réciproque. Clairement, H 5> x —< x,a > est linéaire et, de l'exercice
14.20, continue de norme ||a|. CQED

14.4 Pour aller plus loin

L’étude des espaces de Hilbert sera poursuivie dans 1'UE d’Analyse fonction-
nelle en master 1. Une excellente référence est Brezis [5].

Les bases hilbertiennes jouent un réle important dans 1’analyse des espaces de
Hilbert et au-dela (analyse numérique, étude des espaces L” et d’autres espaces
de fonctions). Parmi les plus célebres, notons celle de Haar, Hermite, Laguerre,
Legendre et Walsh, dont la construction sera étudiée en master.

Pour conclure ce chapitre, nous ouvrons ici une perspective non-hilbertienne,
dans le prolongement du théoréme de représentation de Riesz 14.19. La preuve
de ce théoreme repose sur deux ingrédients :

a) On peut projeter sur un ensemble convexe, fermé et non-vide de H.

b) Pour tous u € H\{0} et v € H, I'application R 5 ¢ — |u + tv| est dérivable
ent = 0.

Le résultat suivant (voir Willem [23, Chapitre IV, Section 14] pour un énoncé
voisin) permet d’obtenir une conclusion similaire a celle du théoréme de repré-
sentation de Riesz dans le cadre des espaces de Banach.

14.21 Théoreme. (Théoreme de représentation de James) Soit H # {0} un espace
de Banach avec les propriétés a) et b) ci-dessus. Si ¢ : H — R est une forme linéaire
et continue, alors il existe u € H tel que ||u]| = 1 et

d
oa) = Il [ gt | vaem o (1416)

t=0

De maniere remarquable, ce théoréme s’applique aux espaces L” avec 1 < p <
. Pour ces espaces, la formule (14.16) donne le théoreme de représentation de
Riesz 10.32 a). (Voir la section suivante.)

14.5 Pour aller encore plus loin

Cette section sera utile plutét au moment d’aborder en master 1’analyse fonc-
tionnelle. Elle fait suite a la fin de la section précédente et permet de voir la par-
tie difficile du théoreme de Riesz 14.19 (I'existence de a) et la partie difficile du
théoreme de représentation de Riesz 10.32 ('existence de g) comme des cas par-
ticuliers d"un résultat plus général.
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14.22 Théoreéme. (Forme « utile » du théoreme de représentation de James) Soit
E # {0} un espace de Banach.

On suppose que :

Pour tout hyperplan affine fermé F' — E, il existe u € F tel que

14.17
Il < fol,voer,  O*)

Pour tous u € E\{0} et v € E, 'application R 5 ¢t — |ju + tv|
- (14.18)
est dérivableen ¢ = 0.

Sig : E — R est une forme linéaire et continue, alors il existe u € E tel que
[ul| =1et

d
e(z) = |l th”“ + tx\l] ,VzeE. o (14.19)
t=0

14.23 Remarque. La propriété (14.17) ci-dessus équivaut a ||0 — u| = dist(0, F'), et donc
la condition a) revient a exiger que 0 ait une projection sur F', qui est un convexe fermé.
Ainsi, 'hypotheése (14.17) qui apparait dans le théoreme 14.22 est a priori plus faible que
la condition a) du théoréme 14.21. o

Preuve du théoreme 14.22. Si ¢ = 0, tout u convient. Supposons ¢ # 0.

Etape 1. Choix de F et utilisation de (14.17) pour trouver u. Soit

Fi=¢ 7 (lel) = {ve E; o(v) = loll},

qui est un hyperplan affine de E (car ¢ est une forme linéaire non-nulle) fermé
(car ¢ est continue).

Par définition de la norme |[|¢|, nous avons p(z) < |l¢|||z|, Vx € E, et donc
[v| >1,VveF.

Egalement par définition de la norme, pour tout ¢ > 0 il existe 2 € F tel que

1||i|| , et donc, si on pose v = Mi‘, alorsv e F et ||UH <l+e.
9

()
De ce qui précede, nous avons inf,cr [|[v]| = 1. La propriété a) assure l'existence
de u € F' tel que [ul = 1.

|zl = 1 et p(z) >

Etape 2. Utilisation de (14.18) pour montrer (14.19). Soit 2 € E. Pour tout ¢t € R, nous
avons ¢(t) > 0, ou

9(t) = lellllu + tz] — o(u + tz). (14.20)
De plus, nous avons ¢g(0) = 0, et donc ¢ = 0 est un point de minimum de
g. Lhypothese (14.18) nous assure que g est dérivable en 0. Il s’ensuit, de ce qui

précede, que ¢'(t) = 0, ce qui revient a (14.19). CQEFD
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Pour utiliser le théoreme 14.22, il faut pouvoir vérifier les hypotheses (14.17)
et (14.18). Les trois résultats qui suivent ont trait a I’hypothese (14.17).

14.24 Proposition. Dans un espace de Banach F, la propriété suivante :

Si (uj) © E satisfait ||u;]| — 1, et |u; + ug| =2,V 5, k,

14.21
alors (u;) est une suite de Cauchy, ( )

implique (14.17). o

La preuve de la proposition 14.1 utilise implicitement la propriété (14.21).
Dans ce cas particulier, la validité de (14.21) découle de l'identité du parallélo-
gramme. En examinant l'utilisation de cette identité dans le preuve de la propo-
sition 14.1, on constate qu'une « inégalité du parallélogramme », méme avec une
marge d’erreur (quantifiée ci-dessous par ¢) aurait suffit.

14.25 Proposition. (Inégalités du parallélogramme généralisées) Dans un espace
de Banach E, la propriété suivante :

Il existe 1 < p < oo tel que : pour tout ¢ > 0, il existe C'(¢) < w tel que

u+v (14.22)

2

p
[u— vl < ol + C(e) (nuv” + ol - 2|57 ) VYuveE,

implique (14.21) (et donc (14.17)). o

14.26 Proposition. a) Dans un espace préhilbertien £, (14.22) est vérifiée avec
p = 2 et C(e) = 2. En particulier, tout espace de Hilbert vérifie (14.21) et donc
(14.17).

b) Sil < p < m, alors L? vérifie (14.22). En particulier, tout espace L? avec 1 <
p < oo vérifie (14.21) et donc (14.17). o

Démonstration de la proposition 14.24. Si 0 € F, nous prenons u = 0, et (14.21) ne
sert pas. Si 0 ¢ F, alors dist(0, F') > 0. En remplacant F’ par (1/dist(0, F'))F, nous
pouvons supposer que dist(0, F') = 1 (détailler). Soit (u;) < F telle que ||u;| — 1.
Pour tous j, k, nous avons (u; + uy)/2 € F, et donc |ju; + ug| > 2 (détailler). De
(14.21), la suite (u;) est de Cauchy. £ étant complet et I’ fermé, il existe u € F' tel
que u; — u. Il s’ensuit que u € F et |ul| = 1 = inf,cp |v]. CQFD

Démonstration de la proposition 14.25. Soit € > 0. Soit 6 > 0 a fixer ultérieurement.
Soit jo tel que |u;[|” <1+ 6,V j > jo. Nous avons (de (14.22))

lu; — ugl| < [P(1 + 6) + 2C(£)d]"P, ¥ j, k = jo. (14.23)

Le nombre ¢ étant fixé, en choisissant ¢ de sorte que le membre de droite de
(14.23) soit < 2¢, nous obtenons que la suite (u;) est bien de Cauchy. CQED
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Dans la preuve de la proposition 14.26 b), nous utiliserons le résultat suivant.

14.27 Lemme. Soient 1 < p < o ete > 0. Alors il existe C(e) = C(g,p) < o telle
que, pour a,b € R,

la —b| = ¢lb| = |a—0b]P <C(e) (]a!” + [bF — 2

‘l;br>. o (14.24)

Démonstration. Soit

£ =17

FO = e 2w

Vite R\{1}.

La fonction z — |z|? étant strictement convexe (car p > 1), I'inégalité stricte
de Jensen montre que le dénominateur de F'(t) est > 0 (justifier!), et donc F est
continue et strictement positive sur R\{1}. Par ailleurs, nous avons

1
lim F(t) = ——— .
|t|1£noo ®) |21~ 0
s it tout 0, il exist ! <C tel
s’ensuit que, pour tout ¢ > 0, il existe -—;— < (e) < o tel que
F(t) <C(e), Vttelque |t — 1| > e. (14.25)

Par homogénéité, (14.25) implique (14.24) (justifier, en étudiant le cas b = 0 et,
sib # 0, en prenant t :== a/b). CQFD

Démonstration de la proposition 14.26. a) suit de l'identité du parallélogramme

o= off =2 (Jul® + 1ol? - 2“5 ).

b) Si f, g € £?, alors (en utilisant (14.24))

/If—g!”—/ f—gl”+/ =gl
|f—gl<elgl |f—gl=elgl
< [ e [ (|f|p gl -2
|f—gl<elg| |f—gl=¢lg|

P p)
ser [l +c [ (v +1or 2|52 ).

car les intégrandes de la deuxieme et troisieme lignes sont positives (pour la
deuxieme intégrande, justifier en utilisant la preuve du lemme 14.27). CQFD

f-9
2

Enfin, nous nous intéressons a la propriété (14.18).
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14.28 Proposition. a) Si H est un espace préhilbertien réel et u € H\{0}, alors

d
{Hu + tacH] @y en (14.26)
dt =0 lull

b) Sil <p < wetue LP\{0}, alors

e,

Dans la preuve de la proposition 14.28 b), nous utiliserons le résultat suivant.

t=0

1 _
= ”u|p_1/\u\I’ Ysgnu)f, ¥ f e LP. o (14.27)
p

14.29 Lemme. Si 1l < p < o, alors, pour tous a,b € R,
lla + b|F — |al?| < 1921’7*1(|a|”’1 + |b|p*1)|b|. o (14.28)

Démonstration. La fonction x — |z|P est dérivable, de dérivée p|z|P~'sgnz. Le
théoreme des accroissements finis donne 1’existence d'un ¢ compris entre a et
a+ b tel que

ja+ b —[al” = plcf"~" (sgn c)b.

On obtient
[la + 0" — |al?| =plcP~*|b] < p(la| + [b])"~"[b]

<p[2max{lal, [B[}]P~*[b] < 277 (Jal""" + [b]P~)[b].

CQED

Démonstration de la proposition 14.28. a) Il suffit de noter que

o+ tal) = A/ Jull® + 26z, w) + 2]

et d’utiliser la regle de la chaine (détailler).

b) Considérons l'intégrale a parameétre

R\{O} St F(t):

el =l / ju+ tfP — ul?
t t '

ju+ £ = [ul?

Nous avons — plufP~(sgn u) f simplement quand ¢ — 0 (justi-

fier). Par ailleurs, d’apres le lemme 14.29, la domination

u+ tf[" — [ul?

< 2 £ ) (14.29)
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Introduction aux espaces de Hilbert 14.5 Pour aller encore plus loin

est vraie lorsque |t| < 1 (détailler). L'inégalité de Holder montre que le membre
de droite de (14.29) est dans L' (détailler). Par convergence dominée, il s’ensuit
que lim, o F(t) = p [ [u[P~!(sgnu) f, et donc

[Shusis] = [l (1430)

=0
L'identité (14.27) suit de (14.30) et de la regle de la chaine (détailler). CQFD

Nous concluons cette section par la preuve des théorémes 14.19 et 10.32 (partie
existence) en utilisant les résultats établis ci-dessus.

Preuve du théoréme 14.19 (partie existence). Soit ¢ : H — R linéaire et continue. Le
théoreme 14.22, la proposition 14.26 a) et la proposition 14.28 a) impliquent qu’il
existe u € H tel que |u| = 1 et

90($) = ”§0H<$7u>7 VeeH.

11 suffit alors de prendre a = |¢|u. CQFD

Preuve du théoreme 10.32 (partie existence). Soit ¢ : LP — R linéaire et continue. Le
théoréme 14.22, la proposition 14.26 b) et la proposition 14.28 b) impliquent qu’il
existe u € L” tel que |u, = 1 et

o(F) = el / P~ (sgnu)f, ¥ f € L7,

Nous concluons en notant que g = |¢|||u[P~!(sgnu) € L7 (détailler). CQFD

14.30 Remarque. Sous I'hypothése (14.21), on peut définir la projection sur tout convexe
fermé non-vide de F (analogue de la proposition 14.1). De plus, il y a une caractérisation
de la projection analogue a la proposition 14.3. Pour ces propriétés, voir I'exercice de
synthese et avancé # 66. o

268



Index

AAB, 27

Ac, 24

A, A 27
A\ A, 27
|(an)nen, 188
Bx, 37
C*(Q), 204

€ (), 34

C'-difféomorphisme, 166

Cper, 223
cn(f), 221
diam A, 87
E(x), 109
EY,137

E,, 137
esssup, 185
F+,256
F(f)(€),239
[1f]> #],101
[f e A], 101
[f <t], 101
< f,g9>,196
|1, 185

f, 242

7€), 239
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%, 67
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w(9), 231
P(X),24
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1, 57

Oa, 28
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nwv, 137

Vp, 67

pe, 204
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An, 67

0%, 130, 241
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ﬂ'y(E), 146
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[01,96

fA f du, 96

f] x)dz, 107

fX f du, 92,94, 95
o, f(x) dz, 149
Jo f(@) dxldavg .dz,, 149
Jo f(@,y) dady, 149
u, 27

a.p.d., 24
approximation de l'identité, 211

base hilbertienne, 259

clan, 25
engendré, ¢(</), 34
induit, 28
classe monotone, 26
engendrée, ./Z (<), 34
coefficients de Fourier, 221
convergence en mesure, 71
coordonnées
cylindriques, 179
polaires, 177
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sphériques, 178

sphériques généralisées, 179
coupe, 137
critere

de Dini, 226

de Dini-Lipschitz, 231

de Jordan, 236

de Lebesgue, 117
cube, 164

taille d’un cube, 164

d.d.d., 27
déterminant jacobien, 166

égalité au sens du théoreme du chan-
gement de variables, 172
égalité de Parseval, 222, 259
ensemble
a.p.d., 24
borélien, 37
de Cantor maigre, 120
dénombrable, 23
élémentaire, 135
Lebesgue mesurable, 106
mesurable, .7 -mesurable, 25
négligeable, 56
escalier du diable, 120
espace
de Lebesgue, 185
mesurable, 27
mesuré, 27
exposants conjugués, 189

fonction
borélienne, 42
caractéristique, x4, 27
étagée, 42
a-holderienne, 231
holderienne, 231
intégrable, 95
intégrable positive, 94
Lebesgue intégrable, 106
Lebesgue mesurable, 42
mesurable, 42
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mesurable (définie p. p.), 152

mesurable (définie sur A < X)),
44

mesurable (a valeurs dans R"), 44

plateau, 209

qui a une intégrale, 95

qui a une intégrale (définie p. p.),
152

qui a une intégrale (définie sur
Ac X), 9%

formule

d’inversion de la transformée de
Fourier, 242

de dualité LP-L7, 190

de I'indicatrice de Banach, 182

gaussienne, 244
homéomorphisme, 38

inégalité
de Bessel, 221, 260
de Cauchy-Schwarz, 189
de Holder, 189
de Markov, 101
de Minkowski, 195
de Tchebychev, 101
de Young (pour ab), 190
de Young (pour f = g), 201
intégrale
de Lebesgue, 95
de référence, 180
d’une fonction étagée positive, 92
d’une fonction mesurable, 95
d’une fonction mesurable posi-
tive, 94
généralisée, 106
intégrande, 91
isométrie de R", 67

Jo, 166
| Js), 166

laplacien, 252
lemme
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de Fatou, 124
de Riemann-Lebesgue, 223, 241
d’Urysohn, 209

mesure, 27
mesure

a densité, 103

o-additivité d’une mesure, 27

additivité d'une mesure, 54

borélienne, 61

complete, 57

complétée, fi, 57

de comptage, 28

de Dirac, 28

de Hausdorff, 87

de Lebesgue dans R, \,,, 67

de Lebesgue sur les boréliens de

R"”, v,, 67

de probabilité, 61

de Radon dans R", 61

de Stieltjes, 85

extension d’une mesure, 57

extérieure, 85

o-finie, 61

finie, 61

monotonie d’une mesure, 54

produit, 137

sous-additivité d’une mesure, 54
module de continuité, 231
moyenne de Cesaro, 226
multi-indice, 241

noyau
de Dirichlet, 227
de Fejér, 227
régularisant, régularisant stan-
dard, 204

p-p- 59
pavé
de R", 27, 66
de X x Y, 135
ouvert de R", 38
polyndme trigonométrique, 222
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probabilité, 61

produit de convolution, 201
projection orthogonale, 256
pseudométrique, 127

recouvrement dyadique, 164
relation de Chasles, 102
représentation
admissible, 92
canonique, 92

sommation par paquets, 112
somme de Darboux
inférieure, 107
supérieure, 118
suite d’ensembles
suite croissante, A, /" A, 26
suite décroissante, A, \, A4, 26
suite de fonctions
convergeant presque uniformé-
ment, 71
convergente en mesure, 71
de Cauchy en mesure, 71
de Cauchy presque uniforme, 71
symbole de Kronecker, 218
série commutativement convergente,
112

théoréme

d’approximation de Weierstrass,
214

de Bernstein, 232

de Cantor-Bernstein, 30

de Carathéodory, 86

de Carleson-Hunt, 236

de continuité des intégrales a pa-
rametre, 128

de convergence dominée (de Le-
besgue), 125

de convergence décroissante, 102

de convergence monotone (de
Beppo Levi), 98

de convergence monotone, va-
riante p. p., 115
de définition de la mesure pro-
duit, 137
de dérivabilité des intégrales a
parametre, 130
de différentiation de Lebesgue,
119
de Dirichlet, 226
de du Bois-Reymond, 236
d’Egoroff, 71
de Fatou (dans L*(]0, 27[)), 222
de Fatou (dans L?(X)), 195
de Fejér, 226
de Fubini, 147, 153
(de convergence) de Kolmogo-
rov, 237
(de divergence) de Kolmogorov,
236
de Lebesgue, 236
de la classe monotone, 35
de la suite croissante, 54
de la suite décroissante, 54
de Leibniz-Newton généralisé,
120
de Plancherel, 248
de M. Riesz, 236
de représentation de James, 263
de représentation de Riesz, 198,
262
de Riesz-Fischer, 222
de Tonelli, 146, 153
du changement de variables, 171
du presque changement de va-
riables, 176
intégrale d'une série, 102, 132
réciproque du théoréeme de
convergence dominée, 126
transformée de Fourier, 129, 239
d’une gaussienne, 244
tribu, 25
tribu
borélienne, £y, 37
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compleéte, 57 engendrée, .7 (<), 34
complétée, 7, 57 induite, 28
de Lebesgue, .%,,, 67 produit, 135
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