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Espaces Lp. Convolution

Cadre. Sauf mention contraire, nous travaillons dans un espace mesuré pX,T , µq.
Sauf mention contraire, les fonctions considérées sont supposées mesurables. Les
espaces L p et Lp, 1 ĺ p ĺ 8, sont relatifs à cet espace mesuré. Pour s’habituer à
l’autre notation courante, la norme } }Lp sera ici désignée par } }p.

Exercice # 1. Soit X un ensemble fini muni de la tribu PpXq et de la mesure de
comptage. Pour 1 ĺ p ĺ 8, décrire L p, Lp et calculer ||f ||p si f : X Ñ R.

Exercice # 2. Nous munissons les parties boréliennes U de Rn de la mesure de
Lebesgue νn. Décider pour quelles valeurs de p nous avons f P L ppU, νnq si :

a) U :“s0, 1r, fpxq :“ 1

xa
, a P R.

b) U :“ R, f :“ χQ.

c) U :“s0,8r, fpxq :“ sin x

x
.

d) U :“ tx P Rn ; |x| ą 1u, fpxq :“ sin |x|
|x|a , a P R (avec « | | » la norme euclidienne

standard).

Pour traiter le cas où p “ 8, on pourra utiliser l’exercice # 12.

Exercice # 3. (Inégalité de Young) Soient 1 ă p, q ă 8 exposants conjugués.
Alors

a b ĺ ap

p
` bq

q
, @ a, b P r0,8r.

Indication : étudier, pour b fixé, la fonction a ÞÑ ap{p ` bq{q ´ ab.

Exercice # 4. Rappelons la définition de la fonction Gamma d’Euler :

Γpxq :“
ˆ 8

0

tx´1e´t dt, @x ą 0.

Montrer que la fonction x ÞÑ lnpΓpxqq est convexe sur s0,8r. Indications : (i) À
quoi revient la convexité d’une fonction continue ? (ii) L’inégalité de Cauchy-
Schwarz.
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Exercice # 5. Soient 1 ĺ p0 ă p ă p1 ĺ 8.

a) Montrer qu’il existe un unique θ Ps0, 1r tel que
1

p
“ θ

p0
` 1 ´ θ

p1
.

b) Montrer que }f}p ĺ }f}θp0 }f}1´θ
p1

, @ f .
c) Retrouver la conclusion de l’exercice # 4.

Exercice # 6.

a) Soient k ľ 2 et 1 ĺ p1, p2, . . . , pk ĺ 8 tels que
řk

j“1 1{pj “ 1. Alors

}f1f2 ¨ ¨ ¨ fk}1 ĺ }f1}p1 }f2}p2 ¨ ¨ ¨ }fk}pk , @ f1, f2, . . . , fk : X Ñ R.

b) Plus généralement, soient k ľ 2 et 1 ĺ p1, p2, . . . , pk ĺ 8, pas tous infinis. On

définit p Ps0,8r par la formule
1

p
“

kÿ

j“1

1

pj
. Alors

}f1f2 ¨ ¨ ¨ fk}p ĺ }f1}p1 }f2}p2 ¨ ¨ ¨ }fk}pk , @ f1, f2, . . . , fk : X Ñ R.

Exercice # 7. Rappelons la définition de la fonction zêta :

ζpsq –
ÿ

nľ1

1

ns
, @ s Ps1,8r.

Euler a montré que ζp2q “ π2

6
et ζp4q “ π4

90
. Plus modestement, montrer que

ζp3q ă π3

24
.

Exercice # 8.

a) Soit pX,T , P q un espace probabilisé. Soient f, g : X Ñs0,8r deux fonctions
mesurables telles que f ¨ g ľ 1. Montrer que

´

f dP ¨ ´ g dP ľ 1. Indication :
l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

b) Si a1, . . . , an ą 0, alors
nÿ

j“1

aj

nÿ

j“1

1

aj
ľ n2.

Exercice # 9. (Espaces ℓp)

a) Si µ est la mesure de comptage, alors l’égalité p. p. équivaut à l’égalité. Ainsi,
nous pouvons identifier naturellement L p et Lp.

Si X “ N muni de la mesure de comptage sur PpNq, alors nous définissons

ℓp “ ℓppNq :“ L p “ Lp, @ 1 ĺ p ĺ 8.

Nous définissons de même ℓppAq, avec A a. p. d. (Cas particuliers importants :
A “ Z, A “ N˚.)
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b) Si panqn est une suite indexée sur n P N, montrer que

}panqn}p “
#` ř

n |an|p˘1{p
, si 1 ĺ p ă 8

supn |an|, si p “ 8 .

c) Montrer que, si 1 ĺ p1 ĺ p2 ĺ 8, alors ℓ1 Ă ℓp1 Ă ℓp2 Ă ℓ8. De plus, ces
inclusions sont « continues » : si 1 ĺ p ĺ r ĺ 8, alors }panqn}r ĺ }panqn}p.

d) Soit panqn P ℓp, avec p ă 8. Montrer que pour tout r ą p nous avons limsÑr }panqn}s “
}panqn}r.

e) Si 1 ĺ r ă 8 et panqn est une suite arbitraire, alors limsŒr }panqn}s “ }panqn}r.
Exercice # 10. (Espaces Lp quand la mesure est finie) Nous supposons µ finie.

a) Montrer que si 1 ĺ p1 ĺ p2 ĺ 8, alors L8 Ă Lp2 Ă Lp1 Ă L1.

Plus spécifiquement, montrer que, 1 ĺ p ĺ r ĺ 8, alors }f}p ĺ pµpXqq1{p´1{r }f}r,
@ f .

b) Si une variable aléatoire positive a un moment d’ordre k ľ 2 fini, montrer que
ses moments d’ordre ℓ, avec 1 ĺ ℓ ĺ k ´ 1, sont finis.

c) Soit f P Lp, avec p ą 1. Montrer que pour tout 1 ĺ r ă p nous avons
limsÑr }f}s “ }f}r.

d) Si f P L8, alors :

(i) f P Lp, @ 1 ĺ p ă 8.
(ii) L’application r1,8s Q p ÞÑ }f}p est continue. En particulier, lim

pÑ8 }f}p “
}f}8.

Exercice # 11. Soient f, g : X Ñ R mesurables. Montrer les propriétés suivantes.

a) }tf}p “ |t| }f}p, @ t P R (avec la convention 0 ¨ 8 “ 0).
b) Si f “ g sont finies et égales p. p., alors }f ´ g}p “ 0 et }f}p “ }g}p.
c) }f}p “ 0 si et seulement si f “ 0 p. p.
d) La définition de }f}8 est correcte, au sens suivant. SoitA :“ tM P r0,8s ; |fpxq| ĺ

M p. p.u. AlorsA est non vide etA a un plus petit élément,m. Cetm est le plus
petit nombre C de r0,8s avec la propriété |fpxq| ĺ C p. p.

e) }f ` g}p ĺ }f}p ` }g}p pour p “ 1 et p “ 8. (Ici, f, g : X Ñ R.)

Exercice # 12. Soit U un ouvert non vide de Rn, muni de la mesure de Lebesgue
sur BU . Si f P CpUq, montrer que }f}8 “ sup

U
|f |.

Exercice # 13. Soit pX,T , µq un espace mesuré. Nous considérons des fonctions
f, g : X Ñ R (pas nécessairement mesurables). Montrer que la relation d’équiva-
lence f „ g si et seulement si f “ g p. p. a les propriétés suivantes.

a) Si f „ f1 et g „ g1, alors f` t g „ f1 ` t g1, @ t P R (à condition que les fonctions
soient finies en tout point).
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b) Si f „ f1 et g „ g1, alors f g „ f1 g1.
c) Si f „ g et si Φ : R Ñ R, alors Φ ˝ f „ Φ ˝ g.
d) Dans cette question, X :“ Rn et µ :“ λn.

(i) Soit τhfpxq :“ fpx ´ hq, @ x, h P Rn. Si f „ g, alors τhf „ τhg, @h.
(ii) Soient f, g, f1, g1 : Rn Ñ R, avec f „ f1 et g „ g1. Soit x P Rn. Alors

h „ h1, où

hpyq :“ fpx ´ yq gpyq, h1pyq :“ f1px ´ yq g1pyq, @ y P Rn.

Exercice # 14. Nous considérons la relation d’équivalence de l’exercice précé-
dent, mais uniquement pour des fonctions mesurables.

a) Nous travaillons dans pRn,Ln, λnq. Montrer que toute classe d’équivalence
contient un représentant borélien.

b) Même propriété si à la place de Rn nous considérons une partie borélienne de
Rn.

c) Généralisation?

Exercice # 15. Donner un sens aux expressions suivantes.

a) « f P Lp, f ľ 0 ».
b) « rf P Lp, }f}p “ 0s ùñ f “ 0 ».

Exercice # 16. Donner un sens aux affirmations suivantes, puis les prouver ou
les réfuter.

a) Si f P Lp, alors f est mesurable.
b) Si f P Lp, avec 1 ĺ p ă 8, alors f est finie p. p.
c) f P L1 ùñ µptx P X ; |fpxq| ą tuq ĺ }f}1{t, @ t ą 0.

Plus généralement, si 1 ĺ p ă 8 et f P Lp, alors

f P Lp ùñ µptx P X ; |fpxq| ą tuq ĺ }f}pp{tp, @ t ą 0 (inégalité de Markov).

Exercice # 17. Soit 1 ă p ă 8. Reprendre la preuve vue dans pRn, || ||pq pour
montrer l’inégalité triangulaire dans L p.

Exercice # 18. Soit 1 ĺ p ă 8. Si f est mesurable, soit

Ff ptq :“ µptx P X ; |fpxq| ą tuq

la fonction de répartition de f .

a) Si µ est σ-finie, montrer la formule du gâteau en étages

}f}pp “ p

ˆ 8

0

tp´1Ff ptq dt. (1)
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b) Montrer que (1) reste vraie sans l’hypothèse µ σ-finie. Indications : commencer
par une fonction étagée, et traiter le cas général par convergence monotone.

Exercice # 19. Nous travaillons dans I “s0,8r muni de la mesure de Lebesgue.
Soient 1 ĺ p ĺ 8 et f P L ppIq. Posons F pxq :“ ´ x

0
fptq dt, @ x ľ 0.

a) Donner un sens à cette définition. Montrer que F est bien définie.
b) Si p “ 8, montrer que F est lipschitzienne.
c) Si 1 ă p ă 8, montrer que F est « hölderienne » : il existe C ă 8 et α Ps0, 1r

(que l’on déterminera) tels que |F pxq ´ F pyq| ĺ C |x ´ y|α, @ x, y ľ 0.
d) Si p “ 1, montrer que F est continue.
e) Si p “ 1, montrer que F est « absolument continue » : pour tout ε ą 0, il

existe δ ą 0 tel que si 0 ĺ a1 ă b1 ĺ a2 ă b2 ĺ ¨ ¨ ¨ ĺ an ă bn sont tels que
pb1 ´a1q ` pb2 ´a2q ` ¨ ¨ ¨ ` pbn ´anq ă δ, alors |F pb1q ´F pa1q| ` |F pb2q ´F pa2q| `
¨ ¨ ¨ ` |F pbnq ´ F panq| ă ε. Indication : lemme de Lebesgue.

Exercice # 20. Soit 1 ĺ p ĺ 8. Si fn Ñ f dans L p et fn Ñ g p. p., quelle est la
relation entre f et g ?

Exercice # 21. (Convergence dans L p et convergence p. p.) Le corollaire 10.29
affirme que, si fn Ñ f dans L p, alors il existe une sous-suite pfnk

q et une fonction
g P L p telles que a) fnk

Ñ f p. p. et b) |fnk
| ĺ g p. p.

a) S’inspirer de l’exercice # 39 de la feuille # 3 pour montrer qu’en général, pour
avoir les propriétés a) ou b) dans le corollaire 10.29, il faut passer à une sous-
suite.

b) Voici un cas remarquable où il n’est pas nécessaire de passer à une sous-suite.
Soit pfnq Ă L p telle que

ř ||fn`1 ´ fn||Lp ă 8. Montrer qu’il existe f, g P L p

telles que |fn| ĺ g p. p. et fn Ñ f p. p. et dans L p. Indication : reprendre la
preuve du théorème 10.28.

Exercice # 22. (« Fubinisation » de la convergence dans L p) Dans cet exercice,
nous travaillons avec la mesure de Lebesgue dans R et R2. Soit 1 ĺ p ă 8. Soient
pfnq Ă L ppR2q et f, g P L ppR2q telle que fn Ñ f p. p. et |fn| ĺ g p. p. (À une
sous-suite près, ce sont des conditions nécessaires pour avoir fn Ñ f dans L p ;
voir le corollaire 10.29). Montrer que, pour presque tout y P R, fnp¨, yq Ñ fp¨, yq
dans L ppRq.

Généralisation?

Exercice # 23. (Lemme de Brezis-Lieb) Soit 1 ĺ p ă 8. Nous considérons une
suite pfjq Ă L p telle que :

i) }fj}p ĺ C0 ă 8, @ j.
ii) fj Ñ f .

a) Montrer que f P L p.
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b) A-t-on nécessairement fj Ñ f dans L p ?

Dans la suite, nous nous proposons de montrer le lemme de Brezis-Lieb
ˆ

|fn|p “
ˆ

|f |p `
ˆ

|fn ´ f |p ` op1q quand n Ñ 8. (2)

En fait, nous allons montrer la conclusion plus forte
ˆ

||fn|p ´ |f |p ´ |fn ´ f |p| Ñ 0. (3)

c) Expliquer pourquoi (3) ùñ (2).
d) Si p “ 1, montrer que

||fn| ´ |f ´ fn|| ĺ |f |
et conclure via le théorème de convergence dominée.

e) Si 1 ă p ă 8, montrer que :
(i) Il existe C ă 8 telle que

||t|p ´ |t ´ 1|p ´ 1| ĺ
#
C, si |t| ĺ 1

C|t|p´1, si |t| ľ 1
.

(ii) En déduire que

||fn|p ´ |fn ´ f |p ´ |f |p| ĺ
#
C|f |p, si |fn| ĺ |f |
C|fn|p´1|f |, si |fn| ľ |f | . (4)

(iii) Soit M ľ 1. On définit

An,M :“ tx P X ; |fnpxq| ĺ M |fpxq|u,
Bn,M :“ tx P X ; |fnpxq| ą M |fpxq|u.

En utilisant (4) et le théorème de convergence dominée, montrer que
ˆ

An,M

||fn|p ´ |fn ´ f |p ´ |f |p| Ñ 0.

(iv) Montrer que
ˆ

Bn,M

|f |p ĺ Cp
0

Mp
. (5)

(v) Utiliser (5), la deuxième inégalité de (4) et l’inégalité de Hölder pour
montrer que

lim
MÑ8 sup

n

ˆ

Bn,M

||fn|p ´ |fn ´ f |p ´ |f |p|| “ 0.
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(vi) Conclure.

Exercice # 24.
a) En examinant la preuve de l’inégalité de Hölder, montrer le résultat suivant.

Soient f P Lpzt0u et g P Lqzt0u, avec 1 ă p, q ă 8 conjugués et f, g ľ 0. Alors
ˆ

fg “ }f}p }g}q ðñ rDC Ps0,8r tel que fp “ C gqs.

b) Si nous ne supposons plus f, g ľ 0, montrer que
ˆ

fg “ }f}p }g}q ðñ rDC Ps0,8r tel que |f |p´1 f “ C |g|q´1 gs.

Exercice # 25. a) En utilisant éventuellement l’exercice précédent, montrer le ré-
sultat suivant.

Si 1 ă p ă 8 et f, g P Lpzt0u, alors

}f ` g}p “ }f}p ` }g}p ðñ rDC Ps0,8r tel que f “ C gs.
b) Que devient cette condition si p “ 1?

Avant-propos historique. L’exercice qui suit est basé sur une très belle idée de F.
Riesz, idée exposée dans une lettre à G. H. Hardy. Hardy proposa à Riesz de pu-
blier une partie de la lettre dans la revue Journal of the London Mathematical Society
(1930), puis reprit l’idée dans sa monographie Inequalities (1934), écrite avec J.
E. Littlewood. L’histoire a retenu, à tort, cette méthode comme due à Hardy et
Littlewood. Par ailleurs, cette méthode a été perfectionnée par H. S. Allen, dans
The Quarterly Journal of Mathematics (1940). La méthode sera également employée
dans l’exercice # 45 de la feuille d’exercices de synthèse et avancés.

Exercice # 26. (Inégalités pour des opérateurs à noyau) Nous travaillons dans
un espace produit pX ˆY,T b S , µb νq, avec µ et ν σ-finies. Toutes les fonctions
considérées sont finies, mesurables et, par souci de simplicité, positives. Un noyau
est une fonction K : X ˆ Y Ñ R`.

Soient 1 ă p, q ă 8 deux exposants conjugués. Pour f : X Ñ R`, g : Y Ñ R`,
nous voulons majorer les quantités

A “ Apf, gq :“
ˆ

XˆY

Kpx, yq fpxq gpyq dµ b νpx, yq,

B “ Bpfq :“
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌y ÞÑ

ˆ

Y

Kpx, yq fpxq dµpxq
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
p

.

a) Montrer que

Bpfq “ suptApf, gq ; g P L qpY ;R`q, ||g||q ĺ 1u.
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b) Soient α : X Ñ R˚̀ , γ : Y Ñ R˚̀ . En utilisant l’identité (évidente)

Kpx, yq fpxq gpyq “
ˆ

rKpx, yqs1{pαpxq
γpyq fpxq

˙
ˆ

ˆ
rKpx, yqs1{q γpyq

αpxqgpyq
˙
,

l’inégalité de Hölder (avec les exposants p et q) et le théorème de Tonelli, ob-
tenir l’inégalité

Apf, gq ĺ
ˆ
ˆ

X

F pxqαppxq fppxq dµpxq
˙1{p

ˆ
ˆ
ˆ

Y

Gpyq γqpyq gppyq dνpyq
˙1{q

,

(6)

où

F pxq :“
ˆ

Y

Kpx, yq
γppyq dνpyq, Gpyq :“

ˆ

X

Kpx, yq
αqpxq dµpxq.

c) (Inégalité de Schur) En prenant αpxq ” 1, γpyq ” 1, obtenir l’inégalité de Schur

Bpfq ĺ
„
sup
xPX

ˆ

Y

Kpx, yq dνpyq
ȷ1{p „

sup
yPY

ˆ

X

Kpx, yq dµpxq
ȷ1{q

||f ||p.

d) (Inégalité de Young) En prenant αpxq ” 1 et γpyq ” 1, obtenir, pour f, h : Rn Ñ
R`, l’inégalité de Young ||h ˚ f ||p ĺ ||h||1||f ||p.

e) (Inégalité de Hardy) En prenant αpxq “ γpxq “ x1{pp`qq, obtenir l’inégalité de
Hardy

ˆ 8

0

1

xp

ˆ
ˆ x

0

fpyq dy
˙p

dx ĺ qp
ˆ 8

0

fppxq dx.

f) (Inégalités de Hilbert-Schur-Hardy-Riesz) Préliminaire. Nous admettons la for-
mule des compléments (due à Euler)

ˆ 8

0

1

pt ` 1q ta dt “ π

sinpπaq , @ 0 ă a ă 1. †

En prenant αpxq “ γpxq “ x1{pp`qq, montrer les inégalités de Hilbert-Schur-
Hardy-Riesz

ˆ

s0,8r2
fpxqgpyq
x ` y

dxdy ĺ π

sinpπ{pq ||f ||p||g||q,
ˆ 8

0

ˇ̌
ˇ̌
ˆ 8

0

fpxq
x ` y

dx

ˇ̌
ˇ̌
p

dy ĺ
ˆ

π

sinpπ{pq
˙p

||f ||pp.
†Cette identité peut s’obtenir, par exemple, en appliquant le théorème des résidus en analyse

complexe.
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Exercice # 27. (Inégalité de Hardy, encore) Nous proposons ici une autre ap-
proche pour montrer l’inégalité de Hardy obtenue dans l’item e) de l’exercice
précédent. Nous travaillons dans I “s0,8r muni de la mesure de Lebesgue. Soit
1 ă p ă 8. Si f P L p “ L ppIq, nous posons F pxq :“ ´ x

0
fptq dt, @ x ą 0.

a) Si f P C8
c pIq, montrer à l’aide d’une intégration par parties l’inégalité de Hardy

ˆ 8

0

|F pxq|p
xp

dx ĺ
ˆ

p

p ´ 1

˙p ˆ 8

0

|fpxq|p dx. (7)

b) Montrer que l’inégalité (7) reste vraie pour tout f P L p.

Exercice # 28. (Inégalité de Landau)
a) Soit f : R Ñ R. Si f est Lebesgue intégrable, montrer qu’il existe une suite

pRnqn telle que :
(i) 2n ĺ Rn ĺ 2n ` 1, @n.

(ii) fpRnq Ñ 0.
b) Si, de plus, f est dérivable, montrer qu’il existe une suite pSnqn telle que

(i) Rn ă Sn ă Rn`1, @n (et donc Sn Ñ 8).
(ii) fpSnq f 1pSnq Ñ 0.

Indication : appliquer le théorème des accroissements finis à f 2.

De même, il existe pTnqn telle que Tn Ñ ´8 et fpTnq f 1pTnq Ñ 0.
c) (Inégalité de Landau) Soit f : R Ñ R une fonction deux fois dérivable telle

que f soit (Lebesgue) intégrable et f2 soit bornée. Montrer que f 1 P L 2pR, ν1q
et l’inégalité de Landau

ˆ

R
pf 1q2 ĺ }f2}8

ˆ

R
|f |.

On pourra commencer par calculer l’intégrale
ˆ Sn

Tn

pf 1q2pxq dx si, de plus, f P
C2.

Exercice # 29. Soient f, g : R Ñ R deux fonctions mesurables. Nous avons f ˚
gpxq “ g ˚ fpxq, au sens du théorème du changement de variables.

Exercice # 30. (Approximation « à la main » par des fonctions plus lisses (I)) Pour
1 ĺ p ă 8, le résultat principal sur la convolution, théorème 11.10, donne une
famille explicite de fonctions C8 qui convergent vers f P L ppRnq. Dans cet exer-
cice, nous proposons une construction moins puissante, mais plus simple à im-
plémenter, pour approcher des fonctions continues. Cette construction complète
celle présentée dans l’introduction du chapitre 11.

Soit g : R Ñ R, g –
1

2
χr´1,1s. Soit f : R Ñ R une fonction continue.
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a) Posons g1 – g et, par récurrence, gj`1 – gj ˚ g1. Calculer g2 et g3.
b) Soit F une primitive de f . Posons F1 – F et, par récurrence, soit Fj`1 une

primitive de Fj . Exprimer f ˚ rpgjqεs en fonction de Fj .
c) Montrer que f ˚ rpgjqεs P Cj et que f ˚ rpgjqεs Ñ f simplement quand ε Ñ 0.
d) Si, de plus, f est uniformément continue, montrer que f ˚ rpgjqεs Ñ f unifor-

mément quand ε Ñ 0.

On pourra commencer par traiter les cas j “ 1, 2.

Exercice # 31. (Approximation « à la main » par des fonctions plus lisses (II)) Soit
f : R Ñ R une fonction monotone.

a) Que savez-vous des limites latérales fpx ˘ 0q de f ?
b) Et de l’intégrabilité de Riemann ou de Lebesgue de f sur un intervalle com-

pact?

c) Soit F εpxq –
1

2ε

ˆ x`ε

x´ε

fpyq dy, @ ε ą 0, @ x P R. Montrer que F ε est continue et

que, pour tout x P R, F εpxq Ñ fpx ` 0q ` fpx ´ 0q
2

quand ε Ñ 0.

d) En déduire que, pour presque tout x P R,F εpxq Ñ fpxq quand ε Ñ 0. D’ailleurs,
le p. p. est par rapport à quelle mesure?

e) Pour la culture générale. Soit f P L 1
locpRq (par rapport à la mesure de Le-

besgue). Alors, pour presque tout x P R, F εpxq Ñ fpxq quand ε Ñ 0. Ce
résultat découle du théorème de différentiation de Lebesgue 6.56.

Exercice # 32. Soient ρ P L1
cpRq et fpxq – xk, avec k ľ 1 entier et x P R.

a) Déterminer explicitement f ˚ ρε.
b) Montrer que f ˚ ρε Ñ f simplement quand ε Ñ 0.
c) Trouver une condition nécessaire et suffisante pour avoir f ˚ρε Ñ f uniformé-

ment quand ε Ñ 0.

Exercice # 33. Calculer explicitement f ˚ ρε, avec fpxq – x2 et ρpxq –
1?
2π
e´x2

,

@ x P R.

Exercice # 34.

a) Donner un sens à l’énoncé suivant et le montrer. « pL1pRnq,`, ˚q est une al-
gèbre associative et commutative. »

b) Montrer que cette algèbre n’est pas unitaire. Indication : raisonner par l’ab-
surde et considérer e ˚ ρε, avec e unité de l’algèbre et ρ noyau régularisant.

Exercice # 35. a) Soit 1 ĺ p ĺ 8. Montrer que tf P L ppX,T , µq ; f étagéeu est
dense dans L ppX,T , µq. Il convient de distinguer les cas 1 ĺ p ă 8 et p “ 8.
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b) On travaille dans pRn,BRn , µq, avec µmesure de Radon. Si 1 ĺ p ă 8, montrer
que

" kÿ

j“1

ajχKj
; k P N˚, aj P R, Kj compact, @ j

*

est dense dans L ppRn,BRn , µq.

Exercice # 36. Soit ρ un noyau régularisant standard. Alors, pour tout ε ą 0,
nous avons :

a) ρεpxq ľ 0 si |x| ă ε.
b) ρεpxq “ 0 si |x| ľ ε.
c)

´

ρε “ 1.

Exercice # 37. Une approximation de l’identité est une famille pζεqεą0 telle que :

i) ζε : Rn Ñ R est (Lebesgue) intégrable, @ ε ą 0.
ii)

´

ζε “ 1, @ ε ą 0.
iii) Il existe une constante M ă 8 telle que

´ |ζε| ĺ M , @ ε ą 0.
iv) Pour tout δ ą 0, limεÑ0

´

RnzBp0,δq |ζε| “ 0.

a) Montrer que, si ρ P L 1pRNq (avec la mesure de Lebesgue) et
´

ρ “ 1, alors
ρεpxq :“ ε´nρpx{εq, ε ą 0, x P Rn, est une approximation de l’identité.

b) Soit pζεqεą0 une approximation de l’identité.

(i) Si f : Rn Ñ R est bornée et uniformément continue, montrer que f ˚ζε Ñ
f uniformément sur Rn.

(ii) Si 1 ĺ p ă 8 et f P CcpRnq, montrer que f ˚ ζε Ñ f dans L ppRnq.
(iii) Si 1 ĺ p ă 8 et f P L ppRnq (avec la mesure de Lebesgue), montrer que

f ˚ ζε Ñ f dans L ppRnq.

Exercice # 38. Soient f P CkpRnq et φ P CcpRnq. Alors :

a) f ˚ φ est défini en tout point.
b) f ˚ φ P Ck.
c) Pour toute dérivée partielle Bα d’ordre ĺ k, Bαpf ˚ φq “ pBαfq ˚ φ.
d) Si f est un polynôme (de n variables) de degré ĺ m, alors f ˚φ est un polynôme

de degré ĺ m.

Exercice # 39. Soit Ω Ă Rn un ouvert. Soient 1 ĺ p1, . . . , pk ă 8. Soit f P L p1pΩqX
. . .XL pkpΩq. Montrer qu’il existe une suite pφjqj Ă C8

c pΩq telle que φj Ñ f quand
j Ñ 8 dans L pipΩq, i “ 1, . . . , k.

Exercice # 40. Soit Ω un ouvert de Rn. Montrer que C8pΩq X L 8pΩq et C8
c pΩq ne

sont pas denses dans L 8pΩq.
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Exercice # 41. Nous travaillons dans pRn,BRn , λnq. Soient p, q deux exposants
conjugués. Si f P Lp et g P Lq, montrer que f ˚ g est continue.

Exercice # 42. Cet exercice fait (partiellement) suite à l’exercice # 30. SoitB Ă Rn

un borélien borné de mesure de Lebesgue νnpBq ą 0. Soit g –
1

νnpBqχB. Si f :

Rn Ñ R est continue, montrer que f ˚gε est continue, et que f ˚gε Ñ f simplement
quand ε Ñ 0.

Dans le cas particulier de la boule unité, montrer que ce résultat devient
 

Bpx,εq
fpyq dy Ñ fpxq simplement quand ε Ñ 0.

Exercice # 43. Nous travaillons dans pRn,LRn , λnq. Nous nous proposons de
montrer le résultat suivant : si A,B P Ln satisfont λnpAq ą 0, λnpBq ą 0, alors
l’ensemble A ` B contient une boule ouverte non vide.

a) Montrer que l’on peut supposer A et B compacts.
b) Montrer que f :“ χA ˚ χB est continue.
c) Calculer

´

f et conclure.

Exercice # 44. (Résolution de l’équation de la chaleur dans le demi-espace) Nous
travaillons dans pRn,Ln, λnq. | | désigne la longueur euclidienne standard dans
Rn. (Donc |x| “ ||x||2, @ x P Rn.) Soit

Ktpxq :“ 1

p4πtqn{2 e
´|x|2{p4tq, @x P Rn, @ t ą 0,

le noyau de la chaleur.

Soient 1 ĺ p ĺ 8 et f : Rn Ñ R, f P L p. Sous réserve d’existence, soit

upx, tq :“ f ˚ Ktpxq “
ˆ

Rn

fpyqKtpx ´ yq dy, @x P Rn, @ t ą 0.

a) Montrer que :

(i) u P C8pRnˆs0,8rq.
(ii) u vérifie l’équation de la chaleur homogène

Lu :“ Bu
Bt ´

nÿ

j“1

B2u

Bx2j
“ 0 dans Rnˆs0,8r.

b) Si 1 ĺ p ă 8, montrer que « up¨, 0q “ f »*, au sens où

lim
tÑ0

up¨, tq “ f dans L p.

*Noter que u n’est pas définie pour t “ 0.
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c) Si f est continue et bornée, montrer que

lim
tÑ0

upx, tq “ fpxq, @x P Rn.

d) Si f est uniformément continue et bornée, montrer que

up¨, tq Ñ f uniformément sur Rn quand t Ñ 0.

Les deux exercices suivants sont importants en théorie des probabilités : ils
permettent de calculer la loi de la somme de deux vecteurs aléatoires indépen-
dants. Cependant, l’application aux vecteurs aléatoires ne sera pas étudiée dans
ce cours.

Exercice # 45. (Produit de convolution de deux mesures) Soient µ, ν deux me-
sures boréliennes σ-finies sur Rn. À chaque ensemble borélien de Rn, nous asso-
cions l’ensemble

F “ F pEq :“ tpx, yq P Rn ˆ Rn ; x ` y P Eu.
a) Montrer que F est borélien.
b) Montrer que la formule ξpEq :“ µ b νpF q, @E P BRn , définit une mesure

borélienne ξ sur Rn. Cette mesure est le produit de convolution des mesures µ et
ν, noté µ ˚ ν.

c) Montrer que le produit de convolution est commutatif.
d) Si les mesures boréliennes µ, ν, η sont finies, alors leur produit est associatif.
e) Montrer que δ0 (la mesure de Dirac en 0) est l’élément neutre de la convolution.
f) Si µ et ν sont des mesures à densités f , respectivement g, par rapport à νn,

montrer que µ ˚ ν a la densité f ˚ g.
g) Si µ est à densité f par rapport à νn, alors µ ˚ ν a la densité f ˚ ν, où

f ˚ νpxq :“
ˆ

Rn

fpx ´ yq dνpyq, @ x P Rn.

Exercice # 46. (Convolution d’une fonction et d’une mesure) Cet exercice fait
suite à l’exercice précédent. Si f : Rn Ñ R est une fonction borélienne, et µ est
une mesure borélienne sur Rn, nous posons, sous réserve d’existence,

f ˚ νpxq :“
ˆ

Rn

fpx ´ yq dνpyq, @ x P Rn.

a) Si f est Lebesgue intégrable et µ est finie, alors f ˚ µ est définie νn-p. p., et est
une fonction Lebesgue intégrable. Indication : théorème de Fubini.

b) Si f P Ck
c pRnq et µ est une mesure de Radon, alors f ˚ µ est définie en tout

point, et est une fonction de classe Ck.
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Exercice # 47. (Équations de Cauchy) Nous considérons les équations fonction-
nelles (de Cauchy) suivantes :

f : R Ñ R, fpx ` yq “ fpxq ` fpyq, @ x, y P R. (8)
g : R Ñ T :“ tz P C ; |z| “ 1u, gpx ` yq “ gpxq gpyq, @x, y P R. (9)

Un résultat très connu affirme que, si f est une solution continue de (8), alors

il existe A P R tel que fpxq “ Ax, @x P R (et réciproquement). (10)

Un résultat un peu moins connu affirme que, si g est une solution continue de
(9), alors

il existe A P R tel que gpxq “ eıAx, @ x P R (et réciproquement). (11)

Ces conclusions ne sont plus vraies s’il n’y a aucune hypothèse sur f et g, mais
donner des contre-exemples sort du cadre de cet enseignement. (En demander en
algèbre.)

Nous nous proposons de montrer que (10) et (11) restent vraies sous l’hypo-
thèse plus faible que f (ou g) est Lebesgue mesurable. Nous assumons cette hypo-
thèse dans ce qui suit, et nous travaillons avec la mesure de Lebesgue.

Pour commencer, nous admettons la propriété qui suit, qui sera démontrée
plus loin.

Si g P L8pRqzt0u, alors il existe ψ P C8
c pRq telle que

ˆ

R
gpyqψpyq dy ‰ 0. (12)

a) Soit g solution Lebesgue mesurable de (9). En multipliant (9) par ψpyq, avec ψ
comme dans (12) (avec n “ 1), et en intégrant dans la variable y, montrer que
g P C8pRq.

Puis conclure grâce au préambule de l’exercice.
b) Soit f une solution Lebesgue mesurable de (8). Soit g :“ eıf . En utilisant la

question précédente pour g, montrer qu’il existe A P R et une fonction h : R Ñ
Z tels que

fpxq “ Ax ` 2π hpxq, @ x P R.

c) (i) Soit h : R Ñ Z une fonction telle que

hpx ` yq “ hpxq ` hpyq, @x, y P R

(aucune hypothèse de mesurabilité).

Montrer que hpxq “ 0, @ x P R.
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(ii) Conclusion?
d) Montrons (12). Soit A :“ ty P R ; gpyq ‰ 0u.

(i) Expliquer pourquoi λ1pAq ą 0.
(ii) Montrer qu’il existe K Ă A un compact tel que ν1pKq ą 0. Indication : la

mesure de Lebesgue est une mesure de Radon.
(iii) Soit ρ un noyau régularisant. Montrer que (12) est vraie siψ :“ psgn g χKq˚

ρε, avec ε suffisamment petit. Indication : convergence dominée.

e) Généraliser ce qui précède à des fonctions f : Rn Ñ R et g : Rn Ñ T.
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Feuille de TD # 8

Espaces de Hilbert

Cadre. Dans ce qui suit, H est un espace de Hilbert réel (sauf si l’énoncé précise
qu’il s’agit d’un espace de Hilbert complexe), et E un espace préhilbertien réel. Le
produit scalaire, respectivement la norme induite sur H ou E, sont notés x , y,
respectivement || ||.
Exercice # 1. Soit f : r0, 1s Ñ R une fonction convexe et dérivable. Montrer
l’équivalence

0 est un point de minimum de f ðñ f 1p0q ľ 0.

Exercice # 2. Montrer que, pour tout x P E,

}x} “ maxtxx, yy ; y P E, }y} ĺ 1u.
Exercice # 3. Montrer que

xx, yy “ 1

4

“||x ` y||2 ´ ||x ´ y||2‰
, @x, y P E.

Exercice # 4. On considère un espace vectoriel réel X muni d’une norme || ||
vérifiant l’identité du parallélogramme :

||x ` y||2 ` ||x ´ y||2 “ 2||x||2 ` 2||y||2, @x, y P X.
L’objectif est de montrer que X muni de cette norme est nécessairement un es-
pace préhilbertien. Il s’agit donc de construire un produit scalaire induisant || ||.
Compte tenu de l’exercice précédent, posons

xx, yy “ 1

4

“||x ` y||2 ´ ||x ´ y||2‰
, @x, y P X.

Il reste à vérifier que l’on a bien défini ainsi un produit scalaire.

a) Montrer que, pour tout x, y P X , on a xx, yy “ xy, xy, xx, xy “ ||x||2 et x´x, yy “
xx,´yy “ ´xx, yy.

b) Montrer que, pour tout x, y, z P X , on a xx ` y, zy “ xx, zy ` xy, zy. (On pourra
montrer d’abord l’égalité suivante : xx ` y, zy “ 2xy, zy ` xx ´ y, zy.)

c) Montrer, en utilisant b), que, si x, y P X et r P Q, on a xrx, yy “ rxx, yy. En uti-
lisant un argument de continuité, montrer que cette égalité reste encore vraie
pour tout r P R.
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d) En déduire que x , y est bien un produit scalaire sur X qui induit la norme || ||.
Exercice # 5. (Inégalité de Bessel) Soit pejq1ĺjăN Ă E (avec N “ 2, 3, . . . ,8) une
suite orthonormée d’une espace pré-hilbertien E. Montrer que

ÿ

1ĺjăN

ă x, ej ą2ĺ ||x||2, @x P E (inégalité de Bessel)

et que, si N est fini, cette inégalité devient
››››

ÿ

1ĺjăN

ă x, ej ą ej

››››
2

ĺ ||x||2, @x P E.

Exercice # 6. (Matrice de Gram et matrice de Hilbert)

a) Soit pfjq0ĺjăN (avec N “ 1, 2, . . . ,8) une famille libre dans l’espace pré-hilber-
tienE. On considère la matrice carrée (possiblement avec une infinité de lignes
et colonnes) G – pgijq0ĺi,jăN , avec gij –ă fj, fi ą, @ i, j. C’est la matrice de
Gram de la famille pfjq0ĺjăN . Montrer que cette matrice est symétrique et, si
M ĺ N est fini, alors la sous-matrice pgijq0ĺi,jăM est définie positive.

b) Soient E – RrXs et fj – Xj , @ j ľ 0. Trouver un produit scalaire sur E tel

que ă fj, fi ą“ 1

i ` j ` 1
, @ i, j P N.

c) En déduire que la matrice de Hilbert

G –

¨
˚̊
˚̊
˚̋

1 1{2 1{3 1{4 ¨ ¨ ¨
1{2 1{3 1{4 1{5 ¨ ¨ ¨
1{3 1{4 1{5 1{6 ¨ ¨ ¨
1{4 1{5 1{6 1{7 ¨ ¨ ¨

...
...

...
... . . .

˛
‹‹‹‹‹‚

a la propriété que toutes les sous-matrices pgijq0ĺi,jĺn, avec n P N, sont définies
positives.

Exercice # 7. Soit pejqjľ1 Ă H une suite orthonormée. Soit pajqjľ1 Ă R. Montrer
l’équivalence

ÿ

jľ1

ajej converge ðñ
ÿ

jľ1

a2j ă 8.

En cas de convergence de l’une des séries, montrer que
ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
ř

jľ1 ajej

ˇ̌
ˇ
ˇ̌
ˇ
2 “ ř

jľ1 a
2
j .

Exercice # 8. Soient F etG deux sous-espaces fermés orthogonaux deH . Montrer
que F ` G est fermé.

Exercice # 9. Soit F une partie non-vide de H . Montrer que :
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a) FK est un sous-espace fermé de H .

b) Vect pF qK “ FK.
c) FKK “ Vect pF q. En particulier, si F est un sous-espace fermé de H , alors
FKK “ F .

Exercice # 10. Soit F un sous-espace de H . Montrer l’équivalence

F est dense dans H ðñ FK “ t0u.

Exercice # 11. Soient F et G deux sous-espaces fermés de H . Montrer que pF `
GqK “ FK X GK et pF X GqK “ FK ` GK.

Exercice # 12. Soit H “ L2pRq, muni de sa norme usuelle.

a) Montrer que

G :“
"
f P H ;

ˆ 1

0

f “ 0

*

est un sous-espace fermé de H , et déterminer GK.
b) Soient CcpRq l’espace des fonctions continues à support compact, et

F :“
"
f P CcpRq ;

ˆ 1

0

f “ 0

*
.

Montrer que F “ G.
c) Déterminer l’ensemble tg P CcpRq ; g P FKu.

Exercice # 13. Soient H “ L2ps0, 1rq muni de sa norme usuelle et

V :“
#
f P H ;

ˆ 1

0

f “
ˆ 1{2

0

f “ 0

+
.

a) Montrer que V est un sous-espace fermé de H . Déterminer une base de V K.
b) Soit fpxq :“ x. Calculer la projection orthogonale de f sur V , puis dpf, V q.

Exercice # 14. Déterminer la quantité suivante

inf
pa,bqPR2

ˆ 2π

0

| sinx ´ a ´ bx|2 dx.

La borne inférieure est-elle atteinte?

Exercice # 15.

a) Déterminer la projection orthogonale sur la boule unité fermée de H .
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b) Déterminer la projection orthogonale sur le sous-espace engendré par une fa-
mille orthonormée finie de H .

Exercice # 16. (Moyenne et moindres carrés) Dans un espace probabilisé, mon-
trer que la projection (de la classe) d’une fonction f P L 2 sur la droite des fonc-
tions constantes est son espérance. Écrire cette propriété comme la solution d’un
problème des moindres carrés.

Exercice # 17. Soit pΩ,F ,Pq un espace probabilisé. SoientA,B P F , avec PpBq ą
0. Soit F – RχB. Montrer que

pFχA “ pPpA|BqqχB, E ppFχAq “ PpA X Bq.

Exercice # 18. (Tout convexe fermé est intersection de demi-espaces affines fer-
més) Un demi-espace affine fermé deH est de la formeDa,α – tz P H ; ă z, a ąĺ
αu, avec a P Hzt0u et α P R.

a) Si H “ R2 avec la norme euclidienne standard, montrer que Da,α est l’un des
deux demi-plans fermés déterminés par la droite d’équation z ¨ a “ α. Com-
ment reconnaître graphiquement de quel demi-plan il s’agit ? Généralisation?

Retour, dans la suite, au cas général.
b) Montrer que Da,α est un convexe fermé, et qu’une intersection de tels demi-

espaces est un convexe fermé.
c) Soit maintenant C un convexe fermé non-vide. Soit x P HzC, et soit y – pCpxq.

Montrer que C Ă Dx´y,ăy,x´yą.

d) Montrer que C “
č

xPHzC
Dx´y,ăy,x´yą (avec, pour chaque x, y – pCpxq).

Exercice # 19. Le but de cet exercice est d’étudier « à la main » dans l’espace ℓ2

l’existence d’une base hilbertienne et la validité du théorème de représentation
de Riesz.

a) Quel est le produit scalaire dans ℓ2 ?
b) Montrer que la « base canonique » penqnľ0, avec penqj “ δnj , @ j, n ľ 0, est une

base hilbertienne de ℓ2.
c) Montrer que cette base n’est pas une base algébrique de ℓ2.
d) Soitφ : ℓ2 Ñ R linéaire et continue. Posons αn – φpenq et a – pαnqnľ0. Montrer

que a P ℓ2 et que φpxq “ă x, a ą, @ x P ℓ2.
e) Soit maintenant 1 ĺ p ă 8. Soit φ : ℓp Ñ R linéaire continue. Reprendre la

démarche de l’item précédent et montrer qu’il existe a “ pαnqnľ0 P ℓq (avec q
le conjugué de p) tel que φpxq “ ř

nľ0 anαn, @ x “ panqnľ0 P ℓp.

Exercice # 20. (H “ ℓ2) Le but de cet exercice est de montrer qu’un espace de
Hilbert H de dimension infinie et séparable s’identifie « naturellement » à ℓ2. Soit
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penqnľ0 la base canonique de ℓ2 (voir l’exercice # 19). Soit penqnľ0 une base hilber-
tienne de H . Soit

U : ℓ2 Ñ H, U

˜ÿ

nľ0

ane
n

¸
–

ÿ

nľ0

anen, @ panqnľ0 P ℓ2.

Montrer que U est : (i) bien définie ; (ii) linéaire ; (iii) une isométrie ; (iv) bijec-
tive ; (v) de réciproque isométrie. (Une telle fonction est un opérateur unitaire.) Par
ailleurs, montrer que U : (vi) préserve le produit scalaire ; (vii) envoie une base
hilbertienne de ℓ2 vers une base hilbertienne de H .

Ainsi, U et U´1 « transportent » entre ℓ2 et H toutes les propriétés d’un espace
de Hilbert, et permettent d’identifier les deux espaces.

Exercice # 21. Soit enpxq :“ eınx, @n P Z, @ x Ps0, 2πr. Montrer que penqnPZ est une
base hilbertienne de L2ps0, 2πr,Bs0,2πr, 1{p2πqν1q.

Exercice # 22. Montrer qu’un espace préhilbertien qui a une base algébrique or-
thonormée infinie B n’est pas complet. Indication : soit penqnľ1 Ă B une suite
orthonormée. Soit xn :“ řn

j“1p1{j2qej , @n ľ 1. Montrer que la suite pxnqnľ1 est de
Cauchy, mais ne converge pas.

Exercice # 23. On considère RrXs muni de

ă P,Q ą:“
ˆ 1

0

P pxqQpxq dx, @P,Q P RrXs.

a) Montrer que ă ,ą est bien un produit scalaire.
b) Montrer qu’il existe une suite de polynômes pPnqnPN qui converge uniformé-

ment vers exp sur r0, 1s.
Montrer que cette suite est de Cauchy dans pRrXs,ă ,ąq.

c) En déduire sur pRrXs,ă ,ąq n’est pas complet.

Exercice # 24.
a) Obtenir la conclusion de l’exercice # 23 de la manière suivante. Soit E espace

vectoriel qui a une base algébrique dénombrable. Alors, quel que soit le pro-
duit scalaire sur E, E n’est pas complet.

b) La propriété de l’item précédent n’est pas liée au produit scalaire. Prouver
sa généralisation suivante. Soit E espace vectoriel qui a une base algébrique
dénombrable. Alors, quelle que soit la norme sur E, E n’est pas complet.

Exercice # 25. Soit X l’espace vectoriel complexe engendré par les fonctions de
la forme R Q t ÞÑ eiwt P C où w parcourt R. Pour f, g P X , soit

ă f, g ą:“ lim
TÑ8

1

2T

ˆ T

´T

fptqgptq dt.
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a) Montrer que ă ,ą définit un produit scalaire sur X .
b) Vérifier que la famille pt ÞÑ eıwtqwPR est orthonormée.
c) X est-il un espace de Hilbert ?

Exercice # 26. Soit V un sous-espace de H . Montrer que toute forme linéaire et
continue sur V se prolonge en une forme linéaire et continue sur H .

Exercice # 27. Montrer que tout convexe fermé non-vide de H admet un unique
élément de norme minimale.

Exercice # 28. Donner un exemple de partie A fermée de ℓ2, telle que distp0, Aq “
1, mais ne contenant pas d’élément a vérifiant ||a||2 “ 1.

Exercice # 29. Soit F Ă H un sous-espace fermé non-nul. Soit P une projection
deH sur F (c’est-à-dire : P est un endomorphisme deH , P ˝P “ P et P pHq “ F ).

Montrer l’équivalence entre

1. P est la projection orthogonale sur F .
2. P est continu et ||P || “ 1.
3. |xP pxq, xy| ĺ ||x||2 pour tout x P H .

Exercice # 30. (Polynômes de Laguerre) Soit µ la mesure sur r0,8r de densité e´x

par rapport à la mesure de Lebesgue (c’est-à-dire µpBq “ ´

B
e´xdx, @B P Br0,8r).

Les polynômes de Laguerre sont définis par

Ln “ ex

n!

ˆ
d

dx

˙n

pe´xxnq, @n ľ 0.

Montrer que les Ln est un polynôme, @n ľ 0, et que pLnqnľ0 est une suite ortho-
normée de L2pr0,8r,Br0,8r, µq.

Exercice # 31. (Deux identités généralisées du parallélogramme) Soient x1, . . . , xn P
H .

a) Montrer que

||tx1 ` p1 ´ tqx2||2 ` tp1 ´ tq||x1 ´ x2||2 “ t||x1||2 ` p1 ´ tq||x2||2, @ t P R.

b) Montrer que

1

2n

ÿ

pε1,...,εnqPt´1,1un
||ε1x1 ` ¨ ¨ ¨ ` εnxn||2 “ ||x1||2 ` ¨ ¨ ¨ ` ||xn||2.

c) Montrer que, si p ‰ 2, alors il n’existe pas d’isomorphisme linéaire entre ℓp et
ℓ2. (Supposer par l’absurde qu’il existe un tel isomorphisme T : ℓppNq Ñ ℓ2pNq
et considérer xi “ T peiq.)
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Exercice # 32. Soit H “ L2pΩ,T , µq. Soit C “ tf P H ; f ľ 0u. Montrer que C est
un convexe fermé et que PCpfq “ fχtfľ0u, @ f P H .

Exercice # 33. (Adjoint) Soit u P L pHq.

a) Montrer que, pour tout x P H , il existe un unique z P H tel que

ă upyq, x ą“ă y, z ą, @ y P H.

b) Montrer que H Q x ÞÑ u˚pxq – z P H est linéaire.
c) Montrer que u˚ est continu, et que |||u˚||| “ |||u|||.
d) Montrer que pu˚q˚ “ u.

Exercice # 34. (Un cas facile du théorème de Radon-Nikodým-Lebesgue) Soit
h une fonction mesurable telle que 0 ĺ h ĺ 1. Si µ est une mesure finie sur
pX,T q, alors T Q A ÞÑ νpAq –

´

A
h est une mesure finie sur pX,T q, telle que

νpAq ĺ µpAq, @A P T . (Voir l’exercice # 33 de la feuille d’exercices # 3.) Dans cet
exercice, nous établissons la réciproque de cette propriété, avec une preuve due à
Neumann János Lajos, plus connu sous le nom de John von Neumann. Cette ré-
ciproque est un cas particulier du théorème de Radon-Nikodým-Lebesgue, traité
en toute généralité dans les exercices # 54 et # 56 de la feuilles d’exercices de
synthèse et avancés.

Soient ν, µ mesures finies sur pX,T q avec la propriété νpAq ĺ µpAq, @A P T .

a) Si f est mesurable positive, montrer que
´

f dν ĺ ´

f dµ.
b) Montrer que l’application φ : L2pX,T , µq Ñ R, φpfq –

´

f dν, est bien définie,
linéaire et continue.

c) Montrer qu’il existe k P L 2pX,T , µq telle queφprgsq “ ´

gk dµ, @ g P L 2pX,T , µq.
d) Montrer que l’on a 0 ĺ k ĺ 1 µ-p. p. Indication : calculer φprχAsq et φprχbsq, où

A – tx P X ; kpxq ă 0u et B – tx P X ; kpxq ą 1u.
e) Conclure.

Exercice # 35. Soit u P L pHq. Montrer l’équivalence entre

1. u est une isométrie, c’est à dire ||upxq|| “ ||x|| pour tout x P H .
2. Pour tout x, y P H , xupxq, upyqy “ xx, yy.
3. u˚u “ Id.

Indication : penser à l’identité de polarisation.

Exercice # 36. Si H est séparable, montrer que tout ensemble orthonormé E Ă H
est au plus dénombrable. Indication : si G est dénombrable et dense, construire
une injection de E dans G en considérant des boules de rayon 1{2.

Exercice # 37. a) Soient x, y P E tels que xx, yy “ ||x||2 “ ||y||2. Montrer que x “ y.
b) Soient pxnq et pynq deux suites de E vérifiant ||xn|| ĺ 1 et ||yn|| ĺ 1, @n.
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1. On suppose que xxn, yny Ñ 1. Montrer que xn ´ yn Ñ 0.
2. On suppose que ||xn ` yn|| Ñ 2. Montrer que xn ´ yn Ñ 0.

Exercice # 38. (Matrices d’applications linéaires et continues) Pour simplifier,
l’exercice qui suit est écrit pour des applications T P L pℓ2q, mais on peut adap-
ter la démarche à des applications T P L pHq, avec H de dimension infinie et
séparable.

Soit penqnľ0 la base canonique de ℓ2. Si T : ℓ2 Ñ ℓ2 est linéaire (mais pas
nécessairement continu), nous associons à T la matrice A “ paijqi,jľ0 (avec une
infinité de lignes et colonnes) dont les colonnes sont T pe0q, T pe1q, etc.

a) Soit An (avec n ľ 0) la sous-matrice paijq0ĺi,jĺn. Nous munissons Rn`1 du pro-
duit scalaire standard. Soit Tn P L pRn`1q l’application linéaire dont la matrice
dans la base canonique est An. Si T est continue, montrer que |||Tn|||L pRn`1q ĺ
|||T |||L pℓ2q, et donc en particulier la suite p||Tn||L pRn`1qqnľ0 est bornée.

b) Réciproquement, si la suite p||Tn||L pRn`1qqnľ0 est bornée, montrer que T est
continu.

Exercice # 39. Soient H séparable, penqnľ0 Ă H une base hilbertienne et pfnqnľ0 Ă
H une suite orthonormée. On suppose que

ÿ

nľ0

||en ´ fn||2 ă 8.

Le but de cet exercice est de démontrer que pfnqnľ0 est également une base hil-
bertienne.

a) Soient N ľ 0 et g P H tel que fn K g pour tout n ľ N . Montrer l’inégalité
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ÿ

nľN

xg, enyen
ˇ̌
ˇ̌
ˇ

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

2

ĺ ||g||2
ÿ

nľN

||en ´ fn||2.

On choisit maintenant un N P N tel que
ÿ

nľN

||en ´ fn||2 ă 1.

b) Montrer que tout vecteur g orthogonal à e0, e1, . . . , eN´1, fN , fN`1, . . ., est nul.
c) On considère les vecteurs

ηn “ en ´
ÿ

kľN

ă en, fkfk, @n ă N.

Montrer que tout vecteur g orthogonal à η0, η1, . . . , ηN´1, fN , fN`1, . . ., est nul.
d) SoitW l’orthogonal de l’espace V engendré par les vecteurs fN , fN`1, . . .Mon-

trer que ηn P W pour tout n ă N et que W est engendré par η0, . . . , ηN´1.
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e) Conclure.

Exercice # 40. Soient penqnľ0 une suite orthonormée de H et A :“ ten ; n ľ 0u.

a) Montrer que A est fermé et borné. A est-il compact ?
b) Soit pαnq une suite de réels positifs de carrés sommables. On noteK l’ensemble

des éléments x P H qui s’écrivent sous la forme
ř8

n“0 anen où |an| ĺ αn pour
tout n. Montrer que l’ensemble K est compact.
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Feuille de TD # 9

Séries de Fourier

Notations, cadre

a) Si f :s0, 2πrÑ C est Lebesgue intégrable, nous posons

cnpfq :“ 1

2π

ˆ 2π

0

fpxq e´ınx dx, @n P Z,

SNpfqpxq :“
Nÿ

n“´N

cnpfq eınx, @N P N,

Sfpxq :“ lim
NÑ8SNpfqpxq (si cette limite existe),

TNpfqpxq :“ S0pfqpxq ` ¨ ¨ ¨ ` SNpfqpxq
N ` 1

, @N P N.

b) La série formelle Sf “ ř8
´8 cnpfq eın ¨ “ ř8

´8 cnpfq en est le développement en
série de Fourier (ou la série de Fourier) de f .†

c) Les espaces et normes Lp sont considérés par rapport à I “s0, 2πs muni de la
mesure 1{p2πqλ1, avec λ1 la mesure de Lebesgue.

Exercice # 1. a) Montrer que xf, gy :“ 1

2π

ˆ 2π

0

fpxq gpxq dx définit un produit

scalaire sur L2.
b) Posons enpxq :“ eınx, @n P Z, @x Ps0, 2πr. Montrer que la famille penqnPZ est

orthonormée.
c) Exprimer cnpfq à l’aide de en et du produit scalaire ci-dessus, et retrouver l’in-

égalité de Bessel.

Exercice # 2. Soit f 2π-périodique et intégrable sur s0, 2πr. Alors :

a) f est intégrable sur tout intervalle borné.

b)
´ 2π

0
fpyq dy “ ´ a`2π

a
fpyq dy, @ a P R.

†Notons que, tout comme écrire
´

f ne garantit en rien l’existence de l’intégrale, écrireř8
´8 cnpfq en ne garantit en rien une quelconque convergence de la somme. Tout comme écrire

une phrase correcte grammaticalement ne lui garantit pas un sens. ‘‘[...] the notion ‘‘grammatical”
cannot be identified with ‘‘meaningful” or ‘‘significant” in any semantic sense.” Noam Chomsky,
Syntactic Structures (1957)
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Exercice # 3. Soit P “ ř
nPI an e

ın¨ “ ř
nPI an en (avec I Ă Z fini) un polynôme

trigonométrique. Montrer que P P L1 et que cnpP q “
#
an, si n P I
0, si n R I .

Exercice # 4. Si f est localement intégrable et 2π-périodique, montrer que cnpfp¨`
hqq “ eınhcnpfq, @h P R, @n P Z.

Exercice # 5. Soit f : R Ñ R la fonction 2π-périodique définie par

fpxq :“
#
1, pour x P r0, πs
0, pour x Psπ, 2πr .

a) Dessiner le graphe f sur r´2π, 2πs.
b) Déterminer Sf .

c) Calculer, en fonction de x P R, la valeur de la somme
8ÿ

n“0

sinpp2n ` 1qxq
2n ` 1

.

Exercice # 6. Développer en série de Fourier la fonction 2π-périodique donnée
par fpxq :“ x pour x P r0, 2πr. Que donne l’égalité de Parseval?

Exercice # 7. Développer en série de Fourier la fonction 2π-périodique définie

sur r´π, πr par fpxq :“ | sin x|. En déduire la valeur de
ÿ

nľ1

1

4n2 ´ 1
.

Exercice # 8. Développer en série de Fourier la fonction 2π-périodique définie

sur s ´ π, πs par fpxq :“ |x|. En déduire la valeur de
ÿ

nľ1

1

n2
et

ÿ

nľ1

1

n4
.

Exercice # 9. Soit f : R Ñ R la fonction 2π-périodique définie sur s ´ π, πs par
fpxq :“ x2.

a) Déterminer Sf et Sfpxq, x P R.

b) En déduire les valeurs des séries
ÿ

nľ1

1

n2
,

ÿ

nľ1

p´1qn
n2

,
ÿ

nľ0

1

p2n ` 1q2 ,
ÿ

nľ1

1

n4
.

Exercice # 10. Soit α Ps0, πr et f : R Ñ R la fonction 2π-périodique définie sur
s ´ π, πs par

fpxq :“
#
1, si x P r´α, αs
0, sinon

.

a) Dessiner le graphe f sur r´2π, 2πs.
b) Calculer Sf et Sfpxq, x P R.

c) En déduire la somme de la série
8ÿ

n“1

sinpnαq2
n2

.
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Exercice # 11. Soit f : R Ñ R la fonction 2π-périodique, impaire et telle que
fpxq “ pπ ´ xq{2 sur s0, πs.
a) Dessiner le graphe de f sur une période.
b) Calculer Sf et Sfpxq, x P R.

c) En déduire la valeur des sommes suivantes :
ÿ

nľ1

sinn

n
et

ÿ

nľ1

1

n2
.

Exercice # 12. Soit f : R Ñ R la fonction 2π-périodique, paire et telle que fpxq “
2x ´ π sur r0, πs.
a) Dessiner le graphe de f sur r´3π, 3πs et exprimer fpxq sur rπ, 2πs.
b) Déterminer Sf et Sfpxq, x P R.

c) En déduire la valeur de la somme
ÿ

nľ0

1

p2n ` 1q2 .

Exercice # 13. Soit f : R Ñ R la fonction 2π-périodique et vérifiant fpxq “ x sur
r´π, πr.
a) Dessiner le graphe de f sur r´3π, 3πs.
b) Déterminer Sf et Sfpxq, x P R.

c) En déduire la valeur de la somme
ÿ

nľ0

p´1qn
2n ` 1

.

Exercice # 14. Développer en série de Fourier la fonction 2π-périodique im-
paire définie sur r0, πs par fpxq “ xpπ ´ xq. En déduire les valeurs des séries
ÿ

nľ1

p´1qn
p2n ` 1q3 et

ÿ

nľ1

1

p2n ` 1q6 .

Exercice # 15. Soit f : r0, 2πs Ñ C une fonction de classeC1 telle que fp0q “ fp2πq
et
´ 2π

0
fptq dt “ 0.

a) Exprimer cnpf 1q en fonction de cnpfq, @n P Zzt0u, et calculer c0pf 1q.
b) En déduire que

ˆ 2π

0

|fptq|2 dt ĺ
ˆ 2π

0

|f 1ptq|2 dt.

c) Dans quel cas a-t-on égalité ?

Exercice # 16. La conclusion de l’item 3 de cet exercice suit du corollaire 12.25
du cours, mais le but ici est d’en obtenir un preuves plus directe et élémentaire.

a) Soit f P CkpRq une fonction 2π-périodique. Montrer que |cnpfq| ĺ
ˇ̌̌̌
f pkq ˇ̌̌̌

8
|n|k , @n P

Z˚.

En particulier, si f P C2, montrer que sa série de Fourier x ÞÑ ř8
n“´8 cnpfq eınx

converge normalement, et que la somme de la série est f .
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b) Dans cet item, nous améliorons la conclusion de l’item a). Nous supposons
f P Ck´1pRq, f 2π-périodique, et f pk´1q de classe C1 sur r0, 2πs. Montrer queř |n|2k |cnpfq|2 converge.

c) Si f est continue, 2π-périodique, et de classe C1 par morceaux, montrer que sa
série de Fourier converge normalement vers f .

Exercice # 17. (Noyau de Dirichlet) Soit f 2π-périodique et intégrable sur s0, 2πr.
Soit

DNpxq :“
Nÿ

k“´N

eıkx, @x P R ;

DN est le noyau de Dirichlet.

a) Montrer que

SNfpxq “ 1

2π

ˆ 2π

0

fpx´ yqDNpyq dy “ 1

2π

ˆ π

´π

fpx´ yqDNpyq dy, @ x P R.

b) Montrer que

DNpyq “
$
&
%

sinppN ` 1{2qyq
sinpy{2q , si y R 2π Z

2N ` 1, si y P 2π Z

“
#
sinpNyq cotan py{2q ` cospNyq, si y R 2π Z
2N ` 1, si y P 2π Z

.

c) Montrer que
´ π

0
DNpyq dy “ ´ 0

´π
DNpyq dy “ π.

Exercice # 18. (Noyau de Fejér) Soit

FN :“ D0 ` D1 ` ¨ ¨ ¨ ` DN

N ` 1
, @N P N,

où Dj est le noyau de Dirichlet (FN est le noyau de Fejér). Soit

TNpfq :“ S0pfq ` S1pfq ` ¨ ¨ ¨ ` SNpfq
N ` 1

, @N P N.

Montrer les propriétés suivantes.

a) Si f est 2π-périodique et intégrable sur s0, 2πr, alors

TNpfqpxq “ 1

2π

ˆ 2π

0

fpx´ yqFNpyq dy “ 1

2π

ˆ π

´π

fpx´ yqFNpyq dy, @x P R.
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b) FNpyq “
$
&
%

sin2rpN ` 1qy{2s
pN ` 1q sin2py{2q , si y R 2π Z

N ` 1, si y P 2π Z
.

En particulier, FNpyq ľ 0, @ y, @N .
c)

´ π

´π
FNpyq dy “ 2π.

d) Pour tout 0 ă δ ă π, FN Ñ 0 uniformément sur r´π,´δsYrδ, πs quandN Ñ 8.

En particulier, pour tout 0 ă δ ă π,
ˆ

r´π,´δsYrδ,πs
FNpyq dy Ñ 0 quand N Ñ 8.

Définition. Si f : R Ñ C est continue et 2π-périodique, son module de continuité ω
est

ωpδq :“ supt|fpxq ´ fpyq| ; x, y P R, |x ´ y| ĺ δu, @ 0 ă δ ĺ 2π. (1)

Exercice # 19. a) Montrer que, dans (1), le sup est un max.
b) Montrer que ω est continue et croissante.

Exercice # 20. Soit f : r0, 2πs Ñ C une fonction α-hölderienne telle que fp0q “
fp2πq. Nous notons encore f son prolongement par 2π-périodicité.

a) Montrer que

ωpδq ĺ 2 |f |Cαδα, @ 0 ă δ ĺ 2π. (2)

b) Améliorer (2) à ωpδq ĺ 21´α |f |Cαδα, @ 0 ă δ ĺ 2π.

Exercice # 21. Soit f : r0, 2πs Ñ C une fonction telle que ωpδq ! δ quand δ Ñ 0.
Montrer que f est constante (et réciproquement).

Exercice # 22. Montrer que SnpTnpfqq “ Tnpfq.

Exercice # 23. (Pour une mise en perspective de cet exercice, voir l’exercice #
26.) Montrer que

||Snpfq||8 ĺ ||Dn||1||f ||8, @ f : R Ñ C mesurable, bornée, 2π-périodique.

Exercice # 24.
a) Montrer que

|Dnpyq| ĺ π

|y| min ppn ` 1{2q|y|, 1q, @n ľ 0, @ 0 ă |y| ĺ π.

On pourra utiliser les inégalités suivantes :

| sin t| ĺ min p|t|, 1q, @ t P R, sin t ľ 2

π
t, @ t P r0, π{2s.
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b) En déduire que

||Dn||1 ĺ 1 ` ln π ` lnpn ` 1{2q, @n ľ 0.

Exercice # 25. Montrer que

|Fnpyq| ĺ π2

pn ` 1qy2 min pppn ` 1qy{2q2, 1q, @n ľ 0, @ 0 ă |y| ĺ π.

Exercice # 26. (Produit de convolution de fonctions périodiques)† Soient f, g :
R Ñ C deux fonctions 2π-périodiques, avec f intégrable sur s0, 2πr et g continue.
Nous définissons

f ˚ gpxq :“ 1

2π

ˆ 2π

0

fpx ´ tqgptq dt, @ x P R.

a) Montrer que le produit de convolution f ˚ gpxq est bien défini, @ x P R.
b) Montrer que f ˚ g est 2π-périodique.
c) Calculer les coefficients de Fourier de x ÞÑ fpx´ tq en fonction de t et de ceux

de f .
d) En déduire les coefficients de Fourier de f ˚ g en fonction de ceux de f et g.
e) Généraliser ce qui précède au cas où f P L p et g P L q, avec p et q conjugués.

Exercice # 27.
a) Montrer que TNpfq “ f ˚ FN , @ 1 ĺ p ĺ 8, @ f P L ppIq, f 2π-périodique.
b) Avec p et f comme dans la question précédente, montrer que TNpfq est 2π-

périodique, TNpfq P L ppIq et }TNpfq}p ĺ }f}p.
c) Soit 1 ĺ p ă 8. Si f P C8

c pIq et f est prolongée par 2π-périodicité à R, montrer
que }TNpfq ´ f}p Ñ 0 quand N Ñ 8. Indication : utiliser le théorème de Fejér.

d) Soit 1 ĺ p ă 8. Si f P L ppIq et f est 2π-périodique, montrer que }TNpfq ´
f}p Ñ 0 quandN Ñ 8. Indication : utiliser la question précédente et la densité
de C8

c pIq dans L ppIq.
e) Calculer cnpTNpfqq, @N P N, @n P Z.
f) En déduire que « les coefficients de Fourier d’une fonction déterminent la

fonction » : si f P L1pIq et f est 2π-périodique, alors rcnpfq “ 0, @n P Zs ùñ
f “ 0.

Exercice # 28. (Série de Fourier d’une mesure périodique) Soit µ une mesure
borélienne sur R telle que : (i) µpr0, 2πrq ă 8 ; (ii) µp2π ` Aq “ µpAq, @A P BR.
Nous définissons

cnpµq –
1

2π

ˆ

r0,2πr
e´ınx dµpxq, @n P Z.

†Bien que la terminologie « produit de convolution » et la notation f ˚ g soient les mêmes que
dans le chapitre 11, le cadre de cet exercice n’est pas le même, et on ne peut pas invoquer les
résultats du chapitre 11.
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a) Montrer qu’un exemple de telle mesure est µpAq –
´

A
f , où f : R Ñ R` est

une fonction 2π-périodique et intégrable sur r0, 2πr.
b) Montrer qu’un autre exemple de telle mesure est le peigne de Dirac pAq –

#pA X 2πZq.
c) Calculer cnp q, avec le peigne de Dirac.
d) Proposer la définition de TNpµq.
e) Montrer que TNpµq est une fonction continue et 2π-périodique telle que

ˆ

A

TNpµq Ñ µpAq, @A P Br0,2πr.

Exercice # 29. (Produit de convolution d’une fonction et d’une mesure pério-
diques) Soit f borélienne, respectivement µ, comme dans l’exercice # 27, respec-
tivement # 28. Posons

f ˚ µpxq –
1

2π

ˆ

r0,2πr

a) Reprendre du théorème 11.3 pour q “ 1 et montrer que f ˚ µ P L p.
b) Montrer que cnpf ˚ µq “ cnpfqcnpµq
Exercice # 30. (Inégalités faibles de Bernstein (I)) Commençons par la fin de l’his-
toire, qui dépasse le cadre de cet enseignement. En général, l’ordre de grandeur
d’une fonction ne donne aucune information sur l’ordre de grandeur de sa déri-
vée. Par exemple, les fonctions x ÞÑ fnpxq :“ sinpnxq satisfont toutes |fn| ĺ 1, mais
leurs dérivées peuvent être arbitrairement grandes quand n Ñ 8. Le théorème de
Bernstein donne une inégalité entre f 1 et f si f est un polynôme trigonométrique de
degré fixé. Il affirme que, si f est un polynôme trigonométrique de degré ĺ n, alors

max
xPR |f 1pxq| ĺ n max

xPR |fpxq|. (3)

Nous allons montrer une forme plus faible, avec un facteur supplémentaire 3,
de cette inégalité, et une version Lp de celle-ci :

}f 1}p ĺ 3n }f}p, @ 1 ĺ p ĺ 8, @ polynôme trigonométrique f de degré ĺ n. (4)

a) Soit gpxq :“ eınx fpxq. Si f est un polynôme trigonométrique de degré ĺ n,
montrer l’identité suivante (avec Fn le polynôme de Fejér, et Tn comme dans
l’exercice précédent) :

f 1pxq “ ın fpxq´2ın e´ınx pg˚Fnqpxq “ ın fpxq´2ın e´ınx pTnpgqqpxq,@ x P R. (5)

b) En déduire (4).
Pour la suite de cet exercice (inégalités faibles de Bernstein (II)), voir l’exercice

# 59 de la feuille d’exercices de synthèse et avancés.
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