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Devoir maison

Notations. R =]0, l1[×]0, l2[⊂ R2.
Le point de R2 sera noté (x1, x2) ou x, celui de R3 (x1, x2, t) ou (x, t).

On se propose de résoudre le problème de Cauchy

(P )


(E1) utt −∆xu = 0 dans R×]0,+∞[

(E2) u(x, t) = 0 si t ≥ 0 et x ∈ ∂R
(E3) u|t=0 = g sur R
(E4) ut|t=0 = 0.

.

On cherche une solution u ∈ C(R×R+)∩C2(R×R∗+). De plus, on demande ut ∈ C(R×R+).

On suppose satisfaites les conditions de compatibilité :
(C1) g ∈ C(R) ;
(C2) g(x) = 0 si x ∈ ∂R.

a) Trouver des solutions particulières de (E1)+(E2)+(E4) de la forme Φ(t)Ψ1(x1)Ψ2(x2).
b) Montrer que la solution espérée de (P) est de la forme

u(x, t) =
∞∑

m,n=1

am,n cos(µm,nt) sin
mπx1
l1

sin
nπx2
l2

.

On précisera les valeurs des µm,n et on calculera am,n en fonction de g.
c) Montrer que la formule ci-dessus donne la solution de (P) si g ∈ C∞0 (R) (c’est-à-dire

si g ∈ C∞ et g s’annule en dehors d’un compact contenu dans R).
d) Idem si g est la restriction à R d’une fonction h de classe C4(R), impaire, (l1, 0) et

(0, l2)-périodique.
e) Montrer que, si u ∈ C1(R× R+) est solution de (P ), alors, pour t ≥ 0, on a∫

R

|∇xu(x, t)|2 dx ≤
∫
R

|∇g(x)|2 dx.

Indication pour la question e) : multiplier (E1) par une fonction convenable, puis
intégrer par parties.
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