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Ici, λn = λn(α, a) et un = un(α, a) sont définis comme dans la feuille 10. Les hypothèses
sur α et a sont celles de la feuille 10. S est la sphère unité de L2(I).

Exercice 1.
a) Montrer que Q(u) =

∑
λn(u, un)

2, ∀ u ∈ H1
0 (I).

[On pourra raisonner par densité.]
b) Soit V un sous espace de dimension n de H1

0 (I). Montrer qu’il existe un u ∈ V tel
que ‖u‖L2 = 1 et Q(u) ≥ λn.

c) En déduire la formule "min-max"
λn = min

V ⊂ H1
0 (I)

dim V = n

max
u ∈ V ∩ S

Q(u).

d) En déduire que, si α ≤ β et a ≤ b, alors λn(α, a) ≤ λn(β, b).

Exercice 2.
a) Soient (µn) une suite strictement croissante et (vn) ⊂ H1

0 (I) une base orthonormée
de L2(I) telles que −(αv′n)′ + avn = µnvn, ∀ n. Montrer que λn = µn et vn = ±un.

b) Trouver λn et un si α = 1 et a = 0.

Exercice 3. Montrer qu’il existe C1, C2 > 0 (dépendant de α et a) telles que C1n
2 ≤ λn ≤

C2n
2.
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