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Fin de la feuille 10

e) Montrer que la suite (u,) est une base orthonormée de L?(I).

Démonstration. Soit (, ) le produit scalaire suivant :

(u,v) ::/_ a(z)u' (z)v'(z) dx+/ a(x)u(x)v(z)de, wu,v € Hy(I).

1 -1
On a d’une part (avec les notations des feuilles 9 et 10)
1
(w0) 2 €1 [ (o) do = Cutw)? = Clalfg
et d’autre part (par inclusion continue de H'(I) dans C(I))

1
(u, u) < 02/11/2(9[;) dz +2lall o lull T 1y < Cofw)® + Cllullzp 1) < (Co + Co)l[ullzp 1)
Il s’ensuit que la norme induite par ce produit scalaire et les normes || ||z1(7) et () sont
équivalentes dans H}(I). [En particulier, 'application HJ(I) 3 u + Q(u) est continue.]
La suite (u,) étant par construction orthonormée dans L*(I), il suffit de montrer que
'espace engendré par les u, est dense dans L?*(I). Pour ce faire, il suffit de montrer que
(*) Vect {u,} est dense dans H}(I) (muni de I'une des trois normes ci-dessus). En effet,
supposons cette propriétés montrée : Uinclusion Hi (1) C L*(I) étant continue et Hj([)
étant dense dans L2(I) !, on trouve (avec vr désignant I’adhérence de V' dans I'espace X
muni de sa norme habituelle)

JE— ] P « o | LQ(I) 712

Vot {unt P 5 Veet {mr 0 = mIE Y = L),
Retour & (*), qui équivaut a (Vect {u,})* = {0} (I'orthogonal est calculé dans H} (1), par
rapport au produit scalaire ( , }). Nous avons vu que

)

1

(U, V) = /1 a(x)u, (r)v(x) dx—i—/l a(x)u,(x)v(x) de = )\n/ uy (v)v(x)de, ve Hy(I).?

1 —1 -1
En remarquant que A\, > 0 (pourquoi?) on a donc v € (Vect {u,})* = v L u, dans
L*I),Yyn=v eV, Vn= QW) > )\n||v||12ql(]), V n. Cette derniére inégalité étant
vraie pour tout n, on trouve

00 > Q(v) > Hvl\?pu) nh_{lolo Ap = OoHle%Il(])v
d’ou v =0. O

Remarque. Au passage, nous avons montré que (pour le produit scalaire { , )) (u,) est
une base orthogonale de H(I).

u € H(I)

f) Proposer une formule pour la solution faible du probléme (P) { ( vy e
—ou au =

1. Car H}(I) contient C§°(I), qui est dense dans L*(1).
1

2. Rappelons que, par définition de V,,, on a / up(x)v(z)dx = 0, V v € V,. En particulier, on a
-1

1
/ Un (X)um (x)dr = 0, n # m. Ceci montre que (up,un) = 0, n # m, ou encore que (u,) est non
—1
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Démonstration. On a u = Z(u,un)un et f= Z(f, U )y, (avec (1, ) le produit scalaire
de L*(I); les séries sont convergentes dans L*(I)). Un calcul d’ingénieur donne

Z(f, Up )y = (—att) + au = Z(u, un)((—aul) + au,) = Z(u, Up ) AU,

1

d’ou (u,u,) = )\—(f, uy) et u = Z /\i(f, Up ) Uy - O

g) Montrer que la formule proposée donne bien la (seule) solution faible de (P).

Démonstration. L’unicité se montre comme dans la feuille 9.

Soit u := —(f, up)ty,. La formule donnant v définit un élément de Hi (1) si et seulement
)\ 0

n
2

si la série Z (qun) (f, un)> converge. > Or, Q(uy) = A, et Z(ﬁ up)? = ||f||%2(1) < 00.

Donc la fonction u devinée dans la question f) est bien dans Hg(I).

Sion a (**) (u,v) = (f,v), Vv e H}(I), alors u est solution faible de (P).

Vérification de (**). Cette égalité est vraie pour v = w,. En effet, on a (u,u,) =
An(u, uy,) = (f, uy). Par linéarité, (**) est vraie pour v €Vect {u,}.

Enfin, le membre de gauche de (**) est continu pour la norme usuelle dans Hg(7); celui
de droite l'est pour la norme de L?(I), donc pour celle de HZ(I).* 1l s’ensuit que (**) est

D YD), O

Hl
vraie pour v € Vect {u,} 0

Corrigé du devoir maison no 4 et de la feuille d’exercices no 11

Ici, A\, = \u(aya) et u, = u,(e,a) sont définis comme dans la feuille 10. Les hypothéses
sur « et a sont celles de la feuille 10. S est la sphére unité de L?(T).

Exercice 1.
a) Montrer que Q(u) = Z Ao, u,)?, ¥ u € HY(I). [On pourra raisonner par densité.]

Démonstration. La suite (u,) étant une base orthogonale dans H}(I), on a

e (v o ) () 5
U= Z Uy = Z mun = Z )\—nun = Z(u,un)un

(tn, Un)
[Les séries considérées sont convergentes dans Hj(I). La derniére égalité suit de I’équation
—au) + au, = \u,, que l'on peut récrire comme (u,, v) = A, (u,,v), Vv € :
'y A ik t récri A Ve Hi(I
N N
11 suffit de montrer I'égalité (***) @ <Z(u,un)un> = Z)\n(u,un)Q. En effet, si cette
1

1
égalité est vraie, alors la continuité de @ dans HJ(I) donne

Q(u) = lim Q <Z(u, un)un) = ]\}1_{1100 Ao (U, )2 = Z A (0, 1 )2

N—o0
1

L’identité (***) résulte de

Q (Z(u,un)un> = <Z(u,un)un, Z(u,un)un> = Z(u,un)2<un,un> = Z)\n(u,un)z.

1 1 1 1 1

3. Dans un espace de Hilbert H, si (u,,) est une suite orthogonale, alors Z anUy converge si et seulement

si Z |an|?||un||® converge. On applique ce résultat avec H = HJ(I) et ||ul| = Q(u)/2.

4. Car linclusion H}(I) C L?(I) est continue.
5. Légalitée u = Z(u,un)un dans I’espace L?(I) est vraie car (u,) est une base orthonormée de
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U

b) Soit V un sous espace de dimension n de H}(I). Montrer qu'’il existe un u € V tel que
Jullzz = 1 et Q(u) > A

Démonstration. Les questions b) a d) sont classiques lorsqu’il s’agit de calculer (et com-
parer) les valeurs propres d’une matrice symétrique. Ce qui suit n’est rien d’autre que
I’adaptation de la preuve dans un espace de Hilbert de dimension infinie.

HA(I
Soit W, := Vect {un, upyi1, ...} olD)

Q(u)zQ(Zuuk > Z)\kuuk >\, Zuuk = \n Zuuk —)\||u||L2

k>n k>n k>n
I suffit donc de montrer que VN W, # {0}. Pour obtenir ce résultat, comengons par
noter que U, :=Vect {uj,...u,_1} est un supplémentaire de W,, de dimension n — 1. La
conclusion V N W,, # {0} suit alors du fait d’algébre suivant :

.9 De la question a), on a, pour u € W,

Lemme. Soient U, V, W sous espaces de ’espace vectoriel E. Si U est un supplémentaire
de dimension finie de W et si dim V' >dim U, alors V N W # {0}.

Démonstration. Soit P : E'— U la projection sur U paralléle & W. Soit R la restriction de
P a V. Alors R est une application linéaire de V' vers U. Comme dim V >dim U, R n’est
pas injective : il existe v € V', v # 0, tel que R v = 0, ou encore v € W. O

O

¢) En déduire la formule "min-max"

Ap =  min max  Q(u).
VCHY(I) weVns
dimV =n
Démonstration. La question b) donne >. Pour obtenir <, on prend V :=Vect {uy, ..., u,}.

StueVnsS, alors u= Z(u, ug ) uy et Z(u, u)? = 1. On trouve

Q(u)z@(Zuuk > Z)\kuuk <\ Zuuk =\, O

d) En déduire que, si o < et a < b, alors A\, (o, a) < A\, (8,b).

Démonstration. Si (Qq,q, respectivement (g sont les formes quadratiques associées, alors

Qma S Q,B,b: d,Oﬂ

Ao, a) = min max Qaeu) < min max  Qpp(u) = \(B,D).
() VCH() ueVNs ) VCH() ueVNs o) = Mnl5,0)
dim V =n dim V =n =

Exercice 2. a) Soient (p,) une suite strictement croissante et (v,) C Hj(I) une base
orthonormée de L2(I) telles que —(av))’ + av, = pnv,, ¥V n. Montrer que A, = pu, et
U, = £V,

Démonstration. Remarque sur les solutions généralisées. Si u € HJ(I) est solution
faible de (—aw/) + au = f € L?(I), alors (par définition)

/_11 a(z)u' () (z) dx+/_11 a(z)u(z)v(z) dx _/ flo v, veCE(l).

6 On peut montrer que W, Vect {ul, ... 7un,l} lorthogonal etant calculé dans H}(I) pour le
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On remarque aisément que les trois quantités de cette identité sont continues pour la norme
de H'(I). Par densité de C°(I) dans H{(I), on trouve que I'égalité ci-dessus reste vraie
pour tout v € Hj(I). Ou encore :

(u,0) = (f,v), Y wve H(I).
Retour a la question a) : on a
/\m(uma Un) = <uma Un> = ,un(u’m Um)v v m,n € N*.

Donc, si (ty, v,) # 0, alors A, = puy.

On fixe n. La suite (u,,) étant une base orthonormée de L*(I), il existe un m tel que
(Um, V) # 0. Ainsi, il existe un m = m(n) tel que \,, = v,. L’application N* 5 n +— m(n) €
N* est strictement croissante (car ny < ng == fin, < finy, = Amn,) < Am(ny) = Mm(n1) <
m(ng)). Par ailleurs, cette application est surjective. En effet, comme précédemment, pour
m € N* il existe n tel que (uy,,v,) # 0, d’'ot \,;, = p,,, ou encore m(n) = m.

La seule bijection croissante de N* vers N* étant 1'identité, on trouve que A\, = u,, n € N*.
De ce qui précede, si m # n alors \,, # fin, 00 (U, v,) = 0. On trouve (la premiére
égalité étant au sens du H}(I), cf Exercice 1 a))

Un = Z(unavm)vm = (Un, Vn)on €t (Un,0,)° = HUTLH%Z(I) =1,

d'ot (uy,v,) = £1 et u, = £uv,. O
b) Trouver A\, et u, sia=1et a=0.

. . /nm n’m?
Démonstration. On pose v,(x) := sin (7(:5%— 1)), n € N* et p, := L E N*. La

suite (v,) est une base orthonormée de L?(I).” Par ailleurs, la suite (j,) est strictement
croissante et —v)! = u,v, (au sens classique, donc généralisé) et v, (£1) = 0. De la question
précédente, on a A, = u, et u, = *v,. O

Du rab qui sert dans l’exercice qui suit. Si a = C; > 0 et a = Cy; > 0, alors

2.2
nem

A, =Ch 1 + Cs.

Démonstration. Soit (v,,) la suite de la question précédente et soit fi,, := C)pu,+Co, avec iy,

comme dans la question précédente. Clairement, v, est solution (généralisée/classique) de

(—Chu') 4+ Cou = fi,u. Par ailleurs, la suite (f,) croit strictement. On trouve A\, = fi,. O

Exercice 3. Montrer qu’il existe K, Ky > 0 (dépendant de « et a) telles que Kjn? <
/\n S Kgnz.

n?m?

Démonstration. On a d’une part « > Cy > 0eta > 0, d’ou A\, (o, a) > A\, (C1,0) = C T
2

On peut donc prendre K; := Cl%.

D’autre part, on a (grace a l'inégalité de Poincaré et a l'inclusion continue de H'(I) dans
C(1)) ||u||2oo(1) < C{u)*,YueH)I), dou

Qa,a(w) < Cofw)? + [lall o ullZe(r) < Qerrepal ) 0(w).
Le principe du min-max implique

n2m?

)\n(a,a) < )\n(OQ + CHGHLl([),O) = (02 + CHGHLl(I)) = KQ?’LQ.

O

7. Pour s’en convaincre, se ramener, par une transformation affine convenable, & une base connue de
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