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Exercice 1. À toute fonction f ∈ C([0, π]) telle que f(0) = f(π) = 0

on associe les coefficients an(f), n ∈ N∗, définis par an(f) :=
2

π

∫ π

0

f(x) sin(nx) dx,

∀ n ∈ N∗.
On rappelle le résultat suivant, qui sera admis par la suite :

Si an(f) = 0, ∀ n ∈ N∗, alors f ≡ 0.

On considère le problème

(P )


utt − uxx = 0 dans [0, π]× [0,+∞[

u(0, t) = u(π, t) = 0 t ≥ 0

u(x, 0) = f(x) x ∈ [0, π]

ut(x, 0) = 0 x ∈ [0, π]

.

Ici, f ∈ C2([0, π]), f(0) = f(π) = 0 et on cherche une solution u ∈
C2([0, π]× [0,+∞[).

On suppose que u existe. On pose An(t) := an(u(·, t)), t ≥ 0.
a) Calculer A′′n en fonction de An.
b) Calculer An en fonction de an(f).
c) En déduire que (P ) a au plus une solution.
d) Proposer une solution de (P ).

e) (Question plus difficile) On suppose que |an(f)| ≤ C

nk
pour un k ∈

N∗. Pour quelles valeurs de k est-on sûrs que u ∈ C2 ? Proposer des
conditions sur f qui assurent que u ∈ C2.

Exercice 2. Soit f : R→ R, f(x) = ex. Soit u : R× R+ → R,

u(x, t) =


1√
4πt

∫
R
e−(x−y)

2/4tf(y) dy, si t > 0

f(x), si t = 0.

a) Montrer que u ∈ C(R× R∗+).
b) Écrire les grandes lignes du raisonnement qui mène aux conclusions



suivantes : u ∈ C2(R× R∗+) et ut − uxx = 0 dans R× R∗+.
c) (Question plus difficile) Montrer que u ∈ C(R× R+).

Problème. On se propose d’étudier le problème

(P )

{
|∇u| = 1 dans R× R+

u(x, 0) = ϕ(x) x ∈ R.
.

La donnée du problème est ϕ ∈ C3(R). On cherche une solution u =
u(x, y) de classe C2 dans R×R+.

a) On suppose ϕ(x) = ax, avec a ∈ R constante. Si u est solution de
(P ), calculer uy(x, 0), x ∈ R.
b) Trouver, pour ϕ(x) = ax et |a| < 1, toutes les solutions de (P ).

c) Si ϕ est quelconque, donner une condition nécessaire pour l’existence
d’une solution de (P ).

On suppose, dans la suite, (H) −1 < ϕ′(x) < 1, ϕ′′(x) ≥ 0, ∀ x ∈ R

d) Écrire, pour ϕ satisfaisant (H), les solutions formelles de (P ) don-
nées par la méthode des caractéristiques.
e) (Question difficile) Montrer que, si ϕ satisfait (H), alors l’application

Φ : R× R+ → R× R+, Φ(x, t) := (x+ 2tϕ′(x), 2t
√

1− ϕ′2(x))

est un C2-difféomorphisme.
Indication : montrer que les applications

η :]− 1, 1[→ R, η(s) :=
s√

1− s2
et

ψ : R→ R, ψ(x) :=
ϕ′(x)√

1− ϕ′2(x)

sont croissantes.
f) Conclusion ?


