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Devoir a la maison no 1
Groupe de Schrodinger

— On désigne, pour z € C\ R_, par \/z la racine carrée principale de z, c’est-a-dire le

seul w € C tel que w? = z et Re w > 0.
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(Vamit)"
~ Pour t # 0 et g € L*(R™), on pose S(t)g = ®; * g. Pour t = 0, on définit S(0)g = g.
Ainsi, on a une application
R x L*(R"™) > (t,9) — S(t)g € L=(R™).
— On dénote par A\, la mesure de Lebesgue dans R".
— Rappel :
Théoréme d’interpolation de Riesz-Thorin. On se donne (X, .7, u) et (Y, .7, v)

deux espaces mesurés. On se donne 1 < po,p1,q0, 1 < 00 et 6 €]0,1[. On définit
1 6 1-6 1 6 1-6
p,q € [1,00] par — = — + et — = —+ .
P Do P1 qa 4o 41
Soit T : (LPo N LP)(X,pu) — (L% + L7)(Y,v) un opérateur linéaire satisfaisant
1T fllpos < M|l fllpes, 5 =0,1.
Alors T est continu de LP vers L9. Plus précisément, on a || Tf||re < MIM;=°||f|lze,
V fe(LPonNLP)(X,p).
Pour une preuve, voir Hérmander, The Analysis of Linear Partial Differential Opera-
tors I, Springer, 1990, Thm. 7.1.12, pp. 164-165.

— Rappel : I'identité de Parseval est

/ﬁ@%@ﬂxz@ﬂ”/ﬁ@%—@%,%heLWW)

— Onpose, pourt # Oet x € R", §y(x) := e 4t :c’est le noyau de Schrodinger.

Exercice 1. (Groupe de Schrédinger)
|z f?

—¢ 4t g(z). Montrer que, pour t # 0 et

1
of (vA4mit)

g€ LR, S(g(x) = 4t g ().

b) Montrer que ||S(t)gl|z2 = |lg|lz2, Vt €R, V g € (L' N L*)(R™).

c¢) En déduire que S(t) s’étend de maniére unique comme isométrie linéaire dans L*(R™).

a) On pose, pour t # 0, ¢g'(z) =

1
Pour € > 0 et ¢t # 0, on pose @, () := e 40t +e)

(V/ar(e + 1))

d) Pour g € L'(R"), calculer CI;? g. Montrer que &, ; * g — S(t)g simplement quand
e — 0+.
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f) Montrer que S(t + s) = S(t)S(s), V s,t € R, au sens ou S(t + s)g = S(t)S(s)g,
V g € L*(R").

g) En déduire que S(t) est unitaire dans L?(R") et que R > ¢ +— S(¢) est un isomor-
phisme de groupes.

Cette propriété fait de S(t) un groupe : c’est le groupe de Schrodinger.

h) Montrer que, pour ¢ # 0, S(¢) est continu de L'(R™) vers L*(R"), de norme <
(daft]) =2,

i) En déduire que, pour p €]1,2[ et ¢ # 0, S(t) admet une unique extension linéaire
et continue de LP(R") vers LP (R™), de norme < (4r|t|)™/>="/?. Ici, p’ est 'exposant
conjugué de p.

Exercice 2. (Solution de I'équation de Schrodinger)
we + Ayzu=0 dans R" x R

Ut=0 = ¢

Ici, g : R® — C est donnée et on cherche v : R* x R — C.

On considére le probléme (P) {

a) Ecrire la définition d'une solution faible, u € L} (R™ x R), de 'équation (S) 2u; +
Ayu = 0.

Soit ¢ € C°(R™ x R). On pose ¥(&,t) := Fop(-,t)(&). Clest-a-dire : a t fixé, £ —
(&, t) est la transformée de Fourier de la fonction = — ¢(x, t).

b) Calculer, en fonction de v, .Z, <%gp(~,t)) et Fo(Azp(-,1)).

On se donne g € L*(R™) et on pose u(-,t) = S(t)g, Vt € R.

¢) Montrer que u € L; (R™ x R).

loc

d) Montrer que u est solution faible de (S) si et seulement si
A — 0 00 (TN
[ a0 (Gu-60— dePu-6.0) =0, ¥ o € CGHR x B)
R xR

e) En déduire que, si g € L*(R"), alors u est solution de (P) au sens suivant :
— u est solution faible de (95);

~ lim [Ju(- £) - gll2 = 0.
t—0



