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Partiel du 15 mars 2010. Durée : deux heures

Exercice 1
Soit P (∂) l’opérateur différentiel associé à l’équation (E) −u′′ + u = f , c’est-à-dire

P (∂) = −∂2 + 1.

a) Montrer que E(x) :=
1

2
e−|x|, x ∈ R, est solution fondamentale de P (∂).

b) En déduire que, si f ∈ C∞0 (R), alors (E) a une solution, notée dans la suite uf , dont
on donnera l’expression explicite.

Exercice 2
Une fonction u ∈ C2(Rn,R) est harmonique si ∆u = 0. On rappelle la formule de la

moyenne pour des fonctions harmoniques : u(x) =
1

ωnRn

∫
B(x,R)

u(z) dz, x ∈ Rn, R > 0.

a) On suppose u harmonique et positive. En comparant
∫
B(x,R)

u et
∫
B(y,R+|x−y|)

u, mon-

trer que u(x) ≤ (R + |x− y|)n

Rn
u(y).

b) En déduire le théorème de Liouville : si u ∈ C2(Rn,R) est harmonique et minorée,
alors u est constante.

Exercice 3

a) Rappeler la forme des rotations R du plan qui laissent invariante l’origine.
b) Montrer que, si u ∈ C2 et R est comme dans la question précédente, alors ∆(u◦R) =

(∆u) ◦R.

c) En déduire que, si le problème

{
∆u = f(|x|) dans B
u = 0 sur ∂B

a une solution, où B est le

disque unité de R2 et u ∈ C2(B), alors forcément u ne dépend que de |x|.

Exercice 4
Soit f ∈ C0(R,R) et g ∈ C0(R+ × R,R). Calculer, à l’aide de la méthode des caracté-

ristiques, la solution de
∂u

∂t
(t, x) + x

∂u

∂x
(t, x) = t u(t, x) + g(t, x), ∀ t > 0,∀ x ∈ R

et telle que u|t=0 = f .

Exercice 5
1



Nous admettons dans la suite le résultat suivant : la suite (
√

2 sin(nπx))n∈N∗ est une base
orthonormée de L2(0, 1).
Soient I =]0, 1[, f ∈ C0

0(I,C). On souhaite résoudre l’équation de Shrödinger

i
∂u

∂t
= −∂

2u

∂x2
, ∀ t > 0, ∀ x ∈ I,

u(t, 0) = u(t, 1) = 0, ∀ t > 0,
(E)

avec la donée initiale u(0, x) = f(x), ∀ x ∈ I.
a) On cherche une solution de (E) sous la forme u(t, x) = ψ(t)φ(x), où φ satisfait

φ(0) = φ(1) = 0. Montrer qu’il existe λ ∈ C tel que
i ψ′(t) = λψ(t), −φ′′(x) = λφ(x).

b) Montrer que ∫ 1

0

|φ′(x)|2 = λ

∫ 1

0

|φ(x)|2dx

et en déduire que λ ∈ R.
c) Montrer qu’il existe (λn) ⊂ R, et (en)n∈N∗ tels que en(0) = en(1) = 0, les (en)n∈N∗

forment une base hilbertienne de L2(0, 1) et
−e′′n(x) = λnen(x), ∀ x ∈ I.

d) Calculer une solution formelle de (E) avec la donnée initiale u(0, ·) = f .
e) On suppose que les coefficients fn = (f, en) du développement de f vérifient fn =
O(n−α) avec α > 3. Montrer que u est de classe C1 en temps et C2 en espace et
vérifie (E).
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