Mathématiques Générales premiére année Année 2009-2010
Introduction aux équations aux dérivées partielles

Partiel du 15 mars 2010. Durée : deux heures

Exercice 1
Soit P(0) l'opérateur différentiel associé a I'équation (E) —u” 4+ u = f, c’est-a-dire
P(9) = —0*+ 1.

1
a) Montrer que E(x) := 56"””', x € R, est solution fondamentale de P(0).

b) En déduire que, si f € C§°(R), alors (E) a une solution, notée dans la suite uy, dont
on donnera ’expression explicite.

Exercice 2

Une fonction u € C?*(R™ R) est harmonique si Au = 0. On rappelle la formule de la

1
moyenne pour des fonctions harmoniques : u(x) = / u(z)dz, x € R", R > 0.
B(z,R)

wy R™

a) On suppose u harmonique et positive. En comparant / u et / U, MON-

trer que u(x) < (F+ |]§n_ ) u(y).

b) En déduire le théoréme de Liouville : si u € C?(R",R) est harmonique et minorée,
alors u est constante.

Exercice 3
a) Rappeler la forme des rotations & du plan qui laissent invariante 'origine.
b) Montrer que, si u € C? et Z est comme dans la question précédente, alors A(uo %) =
(Au) o Z.
Au = f(|z|) dans B
u=>0 sur 0B

disque unité de R? et u € C?(B), alors forcément u ne dépend que de |z|.

c) En déduire que, si le probléme { a une solution, ot B est le

Exercice 4
Soit f € CO(R,R) et g € C°(R, x R, R). Calculer, a I'aide de la méthode des caracté-

ristiques, la solution de

ou ou
a(t,x) +x%(t,x) =tu(t,x)+g(t,z), Vt>0VzrelkR

et telle que uli—g = f.

Exercice 5



Nous admettons dans la suite le résultat suivant : la suite (v/2sin(nmz))pen- est une base
orthonormée de L?(0,1).
Soient I =]0, 1], f € CJ(I,C). On souhaite résoudre 'équation de Shrodinger

du 0?u

—=——, Vit>0,Vzel

"ot oz?’ S ()

u(t,0) = u(t,1) =0, Vt>0,
avec la donée initiale u(0,z) = f(x), Vz € I.

a) On cherche une solution de (F) sous la forme u(t,z) = ¥(t)p(z), ou ¢ satisfait
»(0) = ¢(1) = 0. Montrer qu’il existe A € C tel que

i) = Xp(t),  —¢"(x) = Ap(x).

[16@r=x [ o

et en déduire que A € R.

b) Montrer que

¢) Montrer qu’il existe (\,) C R, et (e,)nen tels que €,(0) = e,(1) = 0, les (€,)nen
forment une base hilbertienne de L?(0,1) et

—e!'(z) = Mep(x), Vel
d) Calculer une solution formelle de (F) avec la donnée initiale u(0,-) = f.

e) On suppose que les coefficients f, = (f,e,) du développement de f vérifient f, =
O(n=%) avec a > 3. Montrer que u est de classe C* en temps et C? en espace et
vérifie (E).



