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Exercice 1. (Intégration par parties dans Rn)

Soit n ≥ 2. Soit Ω un ouvert borné de Rn, de classe C1 par morceaux, ~ν la normale extérieure
au bord ∂Ω. Soit u et v deux fonctions de classe C1 sur Ω. Montrer que pour tout j = 1 . . . n,∫

Ω
u ∂jv dx = −

∫
Ω

(∂ju) v dx+

∫
∂Ω

uv νj dH
n−1

Indication. Trouver un champ ~f tel que div ~f = u ∂jv + (∂ju) v.

Exercice 2. (Identité de Pohozaev)
Soit n ≥ 2. Soit Ω un ouvert de Rn de classe C1, ~ν la normale extérieure au bord ∂Ω.

Notations.
Si u ∈ C1(Ω) et x ∈ ∂Ω, on note par

–
∂u

∂ν
(x) = ∇u(x) · ν(x) la ”dérivée normale“ de u au point x

–
∂u

∂τ
(x) = ∇u(x) − ∂u

∂ν
(x) ν(x) le ”gradient tangentiel” de u au point x. Autrement dit :

∂u

∂τ
est la projection orthogonale de ∇u sur ν⊥.

Soit f ∈ C1(R). Soit u ∈ C2(Ω) telle que ∆u = f ′(u) dans Ω.

a) Préliminaire 1. Soit g une fonction de classe C1 sur Ω, à valeurs dans R. Montrer que pour
tout x ∈ Ω

div
(
xg(x)

)
= ng(x) + x · ∇g(x).

En déduire que∫
Ω
x · ∇g(x)dx = −n

∫
Ω
g(x)dx+

∫
∂Ω
x · ν(x)g(x)dH n−1(x).

b) Préliminaire 2. Montrer que pour tout x ∈ Ω, |∇u(x)|2 =

∣∣∣∣∂u∂τ (x)

∣∣∣∣2 +

(
∂u

∂ν
(x)

)2

.

c) Montrer que
∫

Ω
∆u(x)x · ∇u(x)dx =

∫
Ω
f ′(u(x))x · ∇u(x)dx, où on a noté x · ∇u(x) =

n∑
j=1

xj∂ju(x).

d) Montrer que∫
Ω
f ′(u(x))x · ∇u(x)dx =

∫
Ω
x · ∇

(
f(u(x))

)
dx

= −n
∫

Ω
f(u(x))dx+

∫
∂Ω
x · ν(x)f(u(x))dH n−1(x).

e) Montrer que∫
Ω

∆u(x)x · ∇u(x)dx =

∫
∂Ω

∂u

∂ν
(x)x · ∇u(x)dH n−1 −

∫
Ω
∇u(x) · ∇

(
x · ∇u(x)

)
dx.



f) Montrer que ∇u(x) · ∇
(
x · ∇u(x)

)
= |∇u(x)|2 +

1

2
x · ∇

(
|∇u(x)|2

)
.

g) Montrer que
∫

Ω
x · ∇

(
|∇u(x)|2

)
dx = −n

∫
Ω
|∇u(x)|2dx+

∫
∂Ω
x · ν(x)|∇u(x)|2dH n−1(x).

h) A l’aide de tous les résultats précédents, obtenir l’identité de Pohozaev
n− 2

2

∫
Ω
|∇u(x)|2dx+ n

∫
Ω
f(u(x))dx

=

∫
∂Ω

{
x · ν(x)f(u(x))− 1

2
x · ν(x)

(
∂u

∂ν
(x)

)2

+
1

2
x · ν(x)

∣∣∣∣∂u∂τ (x)

∣∣∣∣2 − ∂u

∂ν
(x)x · ∂u

∂τ
(x)

}
dH n−1(x).

i) Application. Dans cette question, Ω est la boule unité de Rn. On suppose que u ∈
C2(B(0, 1)) est solution du problème suivant{

∆u = u3 dans B(0, 1)

u = 0 sur S(0, 1)
.

i) Montrer que
∂u

∂τ
(x) = 0 pour tout x ∈ S(0, 1).

ii) Montrer que

n− 2

2

∫
B(0,1)

|∇u(x)|2dx+
n

4

∫
B(0,1)

u(x)4dx+
1

2

∫
S(0,1)

(
∂u

∂ν

)2

dH n−1(x) = 0.

iii) En déduire que u est identiquement nulle sur B(0, 1).

Exercice 3. (Solution fondamentale du laplacien)
Dans cet exercice, on va montrer que Γn définie ci-dessous est solution fondamentale de l’équation
de Laplace, par une méthode légèrement différente de celle vue en TD (Feuille 2 Exercice 5).

Notations.

Soit n ≥ 2. On note Γn : Rn → R, Γn(x) =

{
1

2π ln |x|, si n = 2

− 1
(n−2)σn

|x|2−n, si n ≥ 3
.

Si f : Rn → R, pour tout r > 0, on note f̄(r) sa moyenne sur la sphère S(0, r) (quand cette
définition a un sens) :

f̄(r) =
1

σnrn−1

∫
S(0,r)

f(x)dH n−1(x).

a) Soit f ∈ C(Rn). Montrer que pour tout r > 0,∫
B(0,r)

f(x)dx =

∫ r

0
σnρ

n−1f̄(ρ)dρ.

b) Soit ϕ ∈ C2(Rn).

i) Montrer que
dϕ̄

dr
(r) =

1

σnrn−1

∫
B(0,r)

∆ϕ(x) dx pour tout r > 0.

ii) A l’aide de a), en déduire que pour tout r > 0,
∫ r

0
ρn−1∆ϕ(ρ)dρ = rn−1dϕ̄

dr
(r) puis

∆ϕ(r) = ∆(ϕ̄)(r) =
d2ϕ̄

dr2
(r) +

n− 1

r

dϕ̄

dr
(r).

c) Montrer que pour tout ϕ ∈ C∞c (Rn), 〈∆Γn, ϕ〉 = σn

∫ +∞

0
Γ̄n(r)rn−1∆(ϕ̄)(r)dr.

d) En déduire que ∆Γn = δ.
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