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Exercice 1. (Intégration par parties dans R™)

Soit n > 2. Soit {2 un ouvert borné de R”, de classe Ci par morceaux, U la normale extérieure
au bord 9€2. Soit u et v deux fonctions de classe C! sur €. Montrer que pour tout j = 1...n

/uajvdm‘:—/(ﬁju)vdw—i—/ wo v dA"!
Q Q o0

Indication. Trouver un champ f tel que div f = u0jv + (Oju)v.

)

Exercice 2. (Identité de Pohozaev)
Soit n > 2. Soit © un ouvert de R™ de classe C', ¥/ la normale extérieure au bord 0.

Notations.
Siue CHQ) et z € I, on note par
0
- a—u(x) = Vu(z) - v(x) la "dérivée normale* de u au point x
v
- g:f(x) = Vu(zx) — gZ(x) v(x) le "gradient tangentiel” de u au point x. Autrement dit : g:

est la projection orthogonale de Vu sur v+.

Soit f € C1(R). Soit u € C%(Q) telle que Au = f'(u) dans Q.

a) Préliminaire 1. Soit g une fonction de classe C! sur €2, a valeurs dans R. Montrer que pour
tout x € Q

div(zg(z)) = ng(z) + z - Vg(z).
En déduire que

/Qx -Vg(x)dx = —n/gg(m)dx + /89 z-v(x)g(x)dA" " (x).
2 + <?:(x)>2
¢) Montrer que /QAu(m)x - Vu(z)dx = /Qf’(u(x)) x - Vu(x)dx, ou on a noté x - Vu(z) =

Z%‘OJU(SE)

) Montrer que

/f Da-Vuahde = [ 2 V(fu(e)ds
_ —n/f dx—I—/ o () fu(x))dA" (z).

b) Préliminaire 2. Montrer que pour tout z € Q, |Vu(x)|? =

e) Montrer que
/ Au(z)z - Vu(x)de = Ou
(9}

- 8V( z)x - Vu(z)d#"! /Vu V(x-Vu(x))dx.



f) Montrer que Vu(z) - V(x . Vu(a:)) = |Vu(z)|* + %x V(| Vu(z)?).

. w(z)|?)dx = —n w(z)|?dz z - v(z)|Vu(z)Pda™ (z).
Montrerque/ﬁx V(|Vu(z)]*)d /QV (x)|*d. +/89 ()| Vu(x)|*d#" " (x)

8)
h) A Taide de tous les résultats précédents, obtenir ’identité de Pohozaev
n

2%Lﬁm@m%x+¢4fm@»m

= /aa {g; v(z) fu(x)) — %:p v(x) (gi(:ﬂ)Q + %ﬂc -v(z)

2 Hu ou

ou —
- a(x):n : (?T(;v)} dA" N (x).

E(l‘)

i) Appﬁcation. Dans cette question, €2 est la boule unité de R™. On suppose que u €
C?(B(0,1)) est solution du probléme suivant
Au=u3 dans B(0,1)
u=0 sur S(0,1)
: ou
i) Montrer que a—(:r:) = 0 pour tout z € S(0,1).
T
ii) Montrer que
n— 2/ 9 n/ 4 1/ (3u>2 1
Vu(z)|*de + — u(x)*dx + = — | dH" (x) =
2 B(o,1)| (@)l 4 JB(o,1) (=) 2 Js(0,1) \Ov (=)

iii) En déduire que u est identiquement nulle sur B(0, 1).

Exercice 3. (Solution fondamentale du laplacien)
Dans cet exercice, on va montrer que I',, définie ci-dessous est solution fondamentale de I’équation
de Laplace, par une méthode légérement différente de celle vue en TD (Feuille 2 Exercice 5).

Notations.
, = In|z|, sin=2
Soit n > 2. Onnote I';, : R" = R, T'p(x) =4 77 9em . .
=) |x|*~™, sin >3
Si f : R™ — R, pour tout » > 0, on note f(r) sa moyenne sur la sphére S(0,r) (quand cette
définition a un sens) :

f(r) = 71 T =1,
fr) = —— /S o, J@ @)

opr"—

a) Soit f € C(R™). Montrer que pour tout r > 0,

/ f(x)dﬂfZ/ o Fp)dp.
B(0,r) 0

b) Soit ¢ € C2(R™).

do 1
i) Montrer que —80(7’) = / Ap(z) dx pour tout r > 0.
dr O'n’l"n_1 B(0,r)

2 n—1da
Balr) = A@)(r) = T2 + 1P

r dr

400
c) Montrer que pour tout ¢ € C°(R"™), (AL, p) = an/ L (r)r™ LA (@) (r)dr.
0

d) En déduire que AT, = 4.



