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Le Laplacien a, dans R3, une solution fondamentale de la forme
c

|x|
. Nous allons généraliser ce

résultat, en montrant qu’un opérateur elliptique et homogène d’ordre inférieur à la dimension
de l’espace admet une solution fondamentale homogène.

1. Notations et quelques calculs

a) Ω, ω sont des ouverts de Rn. Ω contient 0.

b) Si f : Rn → R et t > 0, on pose ft(x) =
1

tn
f(x/t), x ∈ Rn.

c) Si α, β ∈ Nn et x ∈ Rn, on pose :
i) |α| = α1 + . . . αn

ii) xα = xα1
1 · . . . · xαn

n

iii) α! = α1! · . . . · αn!

iv) ∂α = ∂α1
1 · . . . · ∂αn

n

v) Par ailleurs, β ≤ α signifie βi ≤ αi, i = J1, nK.

vi) Si β ≤ α, alors
(
α
β

)
:=

α!

β!(α− β)!

d) Montrer la généralisation, à n dimensions, de la formule de Leibniz dans R :

∂α(fg) =
∑
β≤α

(
α
β

)
∂βf∂α−βg, si f, g ∈ C |α|(Ω)

(formule de Faà di Bruno).

e) Montrer que, si f ∈ Ck+1(Ω), alors

f(x) =
∑
|α|≤k

1

α!
∂αf(0)xα +O(|x|k+1) quand x→ 0.

f) Soit ψ ∈ C∞c (Rn). Si f ∈ Ck+1(Ω) et ∂αf(0) = 0, |α| ≤ k, montrer que

lim
ε→0

sup
Ω
|εn∂α(ψεf)| = 0, |α| ≤ k.

2. Support d’une distribution. Théorème de Schwartz sur les supports

a) Soit u ∈ D ′(Ω). Si ω ⊂ Ω, alors, par définition, u = 0 dans ω si u(ϕ) = 0 pour toute
fonction ϕ ∈ C∞c (ω). On définit alors supp u = Ω \

⋃
u=0 dans ω

ω.

b) On suppose que u =
∑
finie

cα∂
αδ. Montrer que supp u ⊂ {0}. La réciproque (théorème de

Schwartz) est vraie ; nous allons la montrer ci-dessous.
c) On suppose que supp u = K b Ω. Soit L b Ω un voisinage compact de K. Montrer qu’il

existe C et k tels que

|u(ϕ)| ≤ C
∑
|α|≤k

sup
L
|∂αϕ|, ϕ ∈ C∞c (Ω).



d) En déduire que, si supp u ⊂ {0} et si ϕ ∈ C∞c (Ω) est telle que ∂αϕ(0) = 0, |α| ≤ k, alors
u(ϕ) = 0.

e) En déduire qu’il existe cα ∈ C, |α| ≤ k, tels que u =
∑
|α|≤k

cα∂
αδ.

3. Distributions homogènes

a) La définition des distributions homogènes s’intuite de la manière suivante : si f ∈ L1
loc(Rn)

est (positivement) homogène d’ordre a, c’est-à-dire si f(tx) = taf(x), x ∈ Rn \ {0}, t > 0,
alors Tf (ϕt) = taTf (ϕ), ∀ϕ ∈ C∞c (Rn). Par définition, si a ∈] − n, 0[, u ∈ S ′(Rn) est
homogène d’ordre a si u(ϕt) = tau(ϕ), ∀ϕ ∈ S (Rn). 1 Dans la suite, on prend toujours
a ∈]− n, 0[.

b) Si f : Rn\{0} → C est continue et homogène d’ordre a, montrer que f ∈ L1
loc∩S ′. Montrer

que, dans ce cas, f (c’est-à-dire Tf ) est une distribution homogène d’ordre a.
c) Si u ∈ S ′ est homogène d’ordre a, montrer que Fu est homogène d’ordre −a− n.

d) Montrer que, si u =
∑
finie

cα∂
αδ est homogène d’ordre a, alors u = 0.

4. Opérateurs elliptiques homogènes

a) Un opérateur d’ordre m, P (∂) =
∑
|α|≤m

cα∂
α, est homogène si P (∂) =

∑
|α|=m

cα∂
α (c’est-

à-dire, tous les termes sont d’ordre maximal). Un tel opérateur est elliptique si P (ξ) =∑
|α|=m

cαξ
α 6= 0 pour ξ ∈ Rn \ {0}.

b) Etudier l’ellipticité des opérateurs homogènes suivants : ∂z =
1

2
(∂1 + ı∂2) (n = 2), ∆,

� = ∂2
t −∆x.

c) On suppose n ≥ 3. Montrer que, si P est elliptique homogène, alors m est pair. 2

5. Existence d’une solution fondamentale homogène

a) Dans toute cette partie, P est elliptique homogène d’ordre m < n. Montrer que ξ 7→ u(ξ) :=
1

P (ıξ)
définit un distribution homogène d’ordre −m. On pose alors v := F−1u.

b) Soit ψ ∈ C∞c (Rn) telle que ψ = 1 au voisinage de 0. On décompose alors u = ψu︸︷︷︸
u1

+ (1− ψ)u︸ ︷︷ ︸
u2

et on pose vj = F−1uj . Montrer que v1 ∈ C∞(Rn).

c) Montrer que ∂β(xαu2) ∈ L1(Rn) si |β| > n−m+ |α|. En déduire que, pour des tels α et β,
on a ∂α(ξβv2) ∈ C(Rn), puis que v2 ∈ C∞(Rn) \ {0}.

d) Soit f la fonction définie par la restriction de v à Rn \ {0}. Montrer que v ∈ L1
loc(Rn).

e) Montrer que v = Tf .
f) En déduire que P (∂) admet une solution fondamentale donnée par une fonction homogène
f de degré m− n, et qui est C∞ en dehors de l’origine.

1. C’est une définition plus restrictive que celle du livre de Hörmander, mais elle suffit pour ce qui suit.
2. On pourra utiliser le théorème des antipodes (théorème de Borsuk-Ulam) : si f : Sk → Rk est continue, alors

il existe x ∈ Sk tel que f(x) = f(−x). Pour n = 2, m peut être impair, comme le montre l’exemple de ∂z.
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