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Exercice 1. (Théorème d’inversion de Fourier. Extrait du partiel 2010-
2011 )
1.

Hypothèse. f ∈ L1 ∩ C(R).
Conclusion.

lim
ε→0

∫
R

1√
4πε

e−y
2/(4ε)f(x− y) dy = f(x)

pour tout x ∈ R. [Indication : découper l’intégrale.]
2.

Hypothèse. f, g ∈ L1(R).
Conclusion.

(1)
∫
R
f̂ g =

∫
R
fĝ.

3. En utilisant (1) avec g(ξ) =
1

2π
eıxξe−εξ

2 (x ∈ R fixé), obtenir le

résultat suivant : si f ∈ L1(R) ∩ C(R), et si f̂ ∈ L1(R), alors

f(x) =
1

2π

∫
R
eıxξf̂(ξ) dξ.

4. Indiquer la stratégie de preuve du théorème d’inversion dans Rn.

Exercice 2. (Coordonnées sphériques généralisées)

1. En calculant
∫
Rn

e−|x|
2

dx de deux façons différentes : en coordonnées

sphériques généralisées, respectivement en utilisant le théorème de

Fubini, montrer que σn =
2πn/2

Γ(n/2)
.

2. En calculant
∫
B(0,1)

div x dx, montrer que ωn =
σn
n
.

1



Exercice 3. (Noyau de Poisson dans le demi-espace. Suivant Stein,
Singular Integrals and Differentiability Properties of Functions, pp. 61-
62 ) Rappelons que le noyau de Poisson P (x, t) donnant "la" solution

du problème

{
∆u = utt + ∆xu = 0 dans Rn × R+

u(x, 0) = f(x) dans Rn
s’obtient formelle-

ment à partir de l’égalité FxP (·, t)(ξ) = e−|ξ|t.
1. Calculer la transformée de Fourier de x 7→ e−|x|, x ∈ R.
2. En déduire l’identité

(2) e−|x| =
1

π

∫
R

eıxξ

1 + ξ2
dξ.

3. En utilisant (2) et l’identité
1

1 + ξ2
=

∫ ∞
0

e−(1+ξ
2)t dt, obtenir l’iden-

tité

(3) e−|x| =
1√
π

∫ ∞
0

t−1/2e−te−x
2/(4t) dt, ∀x ∈ R.

4. En utilisant la question précédente, montrer que la transformée de
Fourier de Fa : Rn → R, Fa(x) = e−a|x|, a > 0, est donnée par

FFa(ξ) =
2nπ(n−1)/2a

(a2 + |ξ|2)(n+1)/2

∫ ∞
0

s(n−1)/2e−s ds =
2nπ(n−1)/2Γ((n+ 1)/2)a

(a2 + |ξ|2)(n+1)/2
.

5. En déduire que P (x, t) =
Γ((n+ 1)/2)

π(n+1)/2

t

(t2 + |x|2)(n+1)/2
.
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