Mathématiques Générales premiére année
Analyse appliquée aux équations aux dérivées partielles
Année 2012-2013

Examen du 4 juin 2013. Durée : 3 heures
Equations elliptiques en forme divergence et opérateur des
ondes associé

Soit 2 C R™ un ouvert borné. Soit A : Q@ — M, (R) une fonction
mesurable. ! On considére le probléme :

(1) {—div (A@2)Vu() = f(z) dans ©
u(z) =0 sur 00

a) Ecrire la formulation variationnelle (faible) de cette équation. On
mettra le probléme sous la forme
(2) a(u,v) = L(v), Vv e Hy(Q).
b) A partir de maintenant, on suppose satisfaites les deux conditions

sulvantes :

(3)  IM >0 tel que |[(A(x)E) - €| < MIEJ?, VaeQ VEER™

(4)  Im >0 tel que (A(2)€)-&>mlé]?, Vo eQ, VEER™

Ici, x - y désigne le produit scalaire standard dans R™ :

x-y::ijyj, six=(x1,...,2,) et y=(y1,..,Yn)
j=1

Montrer, en utilisant le lemme de Lax-Milgram, que pour chaque
f € H1(Q) il existe un et un seul u € H}(Q) vérifiant (2).

c¢) On suppose de plus
(5) A(x) symétrique, Yz € Q.

Montrer qu'il existe une suite (e;) C H}(2), qui soit une base
hilbertienne de L?(), et une suite \; 0o, telle que

—div (A(z)Vej(z)) = Aje;, V.

d) Proposer des normes sur H} () (respectivement sur H1(Q)) qui
rendent simple le calcul de Hf||H3(Q) en fonction de (f,e;)r2(q)
(respectivement le calcul de || f||z-1(q) en fonction de f(e;)).

1. Cest-a-dire : pour chaque z € 2, A(z) est une matrice carrée n X n, et
lapplication @ — a;;(z) est mesurable, Vi,j € [1,n].
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e) On suppose (3), (b) et (5). Proposer une théorie (formulation
faible, cadre fonctionnel, existence, unicité) pour résoudre 'équa-
tion des ondes

uy — div (A(z)Vu) =0, dans Q x (0,7

u(-,t) =0, sur 02 x (0,7)
u(-,0) = f, sur € '
w(-,0) =g, sur {2

On distinguera entre un cadre donnant l’existence de la solution
et un autre assurant 'unicité de la solution.

Justifier ces cadres en énoncant et prouvant un théoréme d’exis-
tence et un théoréeme d’unicité. Détailler les calculs.



