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Exercice 1. (Transformée de Fourier d’une gaussienne) Pour toute matrice A € M,,(R)
symétrique définie positive, on note G4 : R® = R, z — e~4%® Montrer que

7T.n/2 e
F(Ga)(€) = \/ﬁe AT Ve e R

Exercice 2. (Transformée de Fourier d’une gaussienne, suite) Pour z € C, soit g, : R —
C, g.(x) = e *’. On suppose Re z = 0.

1. Montrer que g, € ./ (R).

2. En utilisant le calcul de g, ot w = z+¢, € réel > 0, calculer la tranformée de Fourier
de g..
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Exercice 3. (Inégalité de Young) Soient p,q € [1,00] tels que — + — > 1. On définit
p q

o1
r € [1,00] par l'égalité — 4+ 1= -+ —.
r p q
Soient f € LP(R") et g € LY(R™). Montrer que :
1. f * g est bien définie p. p.
2. frge L'(RY) et [[f +gllor < [Ifllzollgllze-
[Indication : partir de I'identité

@ =9law) = [ (@ = n)Pla@)T" | @ = y)" ().

Appliquer a cette égalité I'inégalité de Holder (dans la variable y) avec exposants conjugués
r, 71 et Ty, ol 1 et ro seront convenablement choisis. |

Exercice 4. (Familles régularisantes) Soit (pf).>¢ une famille régularisante.
1. Si f € UCB (R™), montrer que

f*p® — f uniformément quand ¢ — 0.

UCB (R") est le sous espace de Cu(R™) des fonctions uniformément continues et
bornées.

[Indication : reprendre la preuve du cas ou f € C,(R"™).|

2. Méme conclusion si f € Cy(R™).
Co(R™) est le sous espace de Cp(R™) des fonctions continues qui s’annulent a l'infini,

c’est-a-dire telles que |llim f(z)=0.
Tr|—0o0

[Indication : comparer Cy(R™) & UCB (R").]



3. Soient p € [1,00[ et f € CZ(R™).

(a) En imitant la preuve de I'inégalité || f * gllz» < ||f|lz#|lg||z:, montrer que

1= £l < [ [ 106 =0 - @Ps ) dody.

n R”

(b) Soit R > 0. Déduire de I'inégalité précédente que

1= eIl < / /| M@0 =S @) dady 21 / 5 () dy.
n y|< Yy

ly|>R

(c) En déduire que f * p° — f dans LP(R™) quand ¢ — 0.
4. Montrer que

f#*p°— f dans LP(R") quand ¢ — 0, Vp € [1,00[, V f € LP(R").

5. Soit f = 1p(o,1)- Montrer que, quelle que soit la suite g, — 0, on a f * p** /4 f dans
L*(R") quand k — oco. En particulier, f * p* /4 f dans L>(R"™) quand ¢ — 0.

Exercice 5. (Formule d’inversion dans L'(R")) Pour toute f € L'(R") telle que fe
LY(R™), on a

fo) = e | e de b

(2m)"

[Indication : reprendre la preuve du théoréme d’inversion dans . (R™) et utiliser le point
4 de l'exercice précédent. |

Exercice 6. (Plus sur les convolutions) Soient p € [1,00[ et ¢ le conjugué de p. Soient
f e LP(R™) et g € LI(R™). Rappelons que f x g € L>(R") (Exercice 3).
1. Montrer que f * g € Cy(R™).
[Indication : commencer par le cas ou f € C(R").]

2. On suppose 1 < p < oo. Montrer que f * g € Cy(R").
[Indication : commencer par le cas ou f,g € C°(R").]

3. Si p =1, montrer que I'on n’a pas toujours f x g € Co(R™).

Exercice 7. (Somme de deux gros ensembles) Soient X, Y C R" deux ensembles boréliens.
1. Pour commencer, on suppose que 0 < A\,(X) <ooet 0 < A\, (Y) < o0.

" X ) .
(a) Trouver une boule B C R" telle que 1x * 1y (z) > 0,Vz € B
[Indication : utiliser la continuité de 1y * 1y .|

(b) En déduire que X + Y est d'intérieur non vide.
2. Méme conclusion si A\,(X) > 0 et A\, (Y) > 0.

Exercice 8. (Calculs ezplicites de transformées de Fourier dans R)
1. Calculer .7 (z — e"‘”‘).



1
2. Calculer & |z — .
2 +1

3. Soit f:R = C, f(x) =

T+
(a) Montrer que f ¢ L'(R).
(b) Montrer que f € L?(R).
(c) Pour quelles valeurs de £ € R a-t-on f(f) = / e f(x) da?

R
(d) Sig e #(R), donner la formule de .F(x — (x —1)p(x))
1

(e) A-t-on le droit d’appliquer cette formule si ¢(r) = — | ?
(f) En supposant que oui, deviner la valeur de g := Z(f)
(g) Maintenant calculer .% (g)
(h) En déduire (ouf!) la valeur de .Z(f)

Exercice 9. (Principe d’incertitude de Heisenberg)

1. Soit f € Z(R) a valeurs complexes. Montrer que

([ #swras) ([ eimora) = ([ ere (Feorrw)ar)
2. En déduire que
([1swra)

([ #rpar) ( [ eferac) =
([=apisara) ([ €-ompera)

3. Déduire de ce qui précéde une minoration de
pour Z, & € R.

bo|

4. On suppose que / |f(x)|*dz = 1. Montrer que la quantité ci-dessus est minimale
R

lorsque
| -
o= [alr@Pde e &= [ dReras
5. Calculer

wt ([ (@ -ofiroPac) ( [ €~ epier i)

lorque 7 et € sont choisis comme dans la question précédente et que f décrit ’ensemble

des fonctions de .7(R) telles que / |f(z)]?dr = 1.
R

[Indication : on pourra étudier le cas ou f est une gaussienne.|
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Exercice 10. (Ce qui a un sens est vrai) L’exemple donné ici illustre la philosophie sui-
vante : si une identité établie pour des fonctions de .(R") (ou, dans des chapitres ulté-
rieurs, pour des fonctions de C°(R™)) a un sens pour des fonctions dans un espace plus
grand, alors cette identité reste vraie dans ce contexte plus général.

Partons par exemple de l'identité

m:f@ Vf,gef(R”), (1)

qui est vraie car elle est vraie plus généralement si f,g € L'(R").

Notons que nous pouvons donner un sens a (1) si f,g € L*(R"). En effet, dans ce cas
nous avons f x g € L*(R"), et donc f x g € '(R"), ce qui permet de définir le membre
de gauche de (1) comme un élément de ./(R"™). Par ailleurs, comme f.ge L*(R"), le
membre de droite de (1) appartient & L*(R"), et donc peut étre identifié & un élément de
'(R™). Ainsi, (1) a un sens comme égalité de deux distributions tempérées.

Confirmer, sur cet exemple particulier, la philosophie générale en montrant la validité
de (1) pour f, g € L*(R").

[Indication : on pourra commencer par le cas ou f, g € C°(R").]



